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✸✳✶ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc =
80♠s✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ T = 6s✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡ ♣❡r ❢❛❞✐♥❣
❜❧♦❝❦ nc = 8✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s l = 75✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
ε = 10−1 ❛♥❞ ε = 10−3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✷ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r q✉❛s✐✲❢❛❞✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc =
80♠s✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ T = 6s✳ ❇❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡ ♣❡r ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ nc = 8✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s l = 75✳
◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✿ nc = 600, l = 1✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε = 10−1
❛♥❞ ε = 10−3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✵
✸✳✸ ▼✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❯♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡
❜♦✉♥❞s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛t ε = 10−3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✷
✹✳✶ ✭❛✮ ❇✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ✭❜✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✽
✹✳✷ ❋r❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ (j − 1)✲t❤ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ j✲t❤ ❢r❛♠❡ ❢♦r ✭❛✮
❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✭❈❙❲✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✭❙❙❲✮✿ t❤❡
❢r❛♠❡ ❜❡❣✐♥s ❛t ♣♦s✐t✐♦♥ τ = µ ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y ❛t r❡❝❡✐✈❡r✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✾
✹✳✸ ◗✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡ ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞
✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧
❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ n ❛t ❙◆❘❂✵❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✹ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❝♦❞❡✲
✇♦r❞ ✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✱ ❢♦r
s❡✈❡r❛❧ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ n ❛t ❙◆❘❂✵❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✸
✹✳✺ ❈❙❲✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ❋❙ ❞❡❝✐s✐♦♥ τ 6= µ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ τ ✳ ❋r❛♠❡
❧❡♥❣t❤ N = 102✱ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m = 11✱ ❡q✉❛❧ ❙❲✲❞❛t❛ ♣♦✇❡r✱ ❙◆❘ = 0❞❇✳
❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷
✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❜❧✉❡
s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✹
✹✳✻ ❈❙❲✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ Pf,u ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ❋❙ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈s✳ ❙❲
♦✈❡r❤❡❛❞ β = ‖s‖2/‖X‖2 ❛t ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣
❙❲ ❧❡♥❣t❤ m✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❙◆❘ ρt ❛♥❞ s❤♦rt ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤s N ✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r (ρt = −2❞❇, N = 128)✱ (ρt = −1❞❇, N = 64) ❛♥❞
(ρt = 0❞❇, N = 32)✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✻
✐✈ ▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s
✹✳✼ ❈❙❲✳ ❋r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 256
❛♥❞ ❙◆❘ ρt = −2❞❇ ❢♦r ⌈N/3⌉ = 86 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✱ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠
tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m ❢♦r ▼▲✲❜❛s❡❞ r✉❧❡
✭✹✳✶✽✮ ✭▼▲ ❘❈❯✮✱ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ✭❝♦rr✳ ❘❈❯✮ ❛♥❞
♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✶✹✮ ✭❆❝♦r✳ ❘❈❯✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡
P❊✱✉ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✺✾
✹✳✽ ❈❙❲✳ P❊ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ β = ‖s‖2/‖X‖2 ❛t ✜①❡❞ N = 256 s②♠❜♦❧s
❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤m✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❙◆❘
ρt✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ P❊✱✉
✭✹✳✻✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✵
✹✳✾ ❈❙❲✳ P❊ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 256 ❛♥❞ ❙◆❘ ρtot = −2❞❇
✇✐t❤ ✭❛✮ ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m✱ ♦r
✭❜✮ ✜①❡❞ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m = 55 ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲✲❝♦❞❡✇♦r❞ ♣♦✇❡r r❛t✐♦✳ ❚❤❡
❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮✱ t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞
t❤❡ P♦❧❛r✲❝♦❞❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❋❊P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✶
✹✳✶✵ ❙❙❲✳ ❋❙ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r
ρt = 0❞❇, 3❞❇ ❛♥❞ 9❞❇ ❢♦r s❤♦rt ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ n✳ ❊q✉❛❧ ♣♦✇❡r
❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r ❙❲ ❛♥❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ Pf,u ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲
❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ Pf ✭✹✳✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✶✶ ❙❙❲✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ◗P❙❑ ❛♥❞ ✸●PP ✺●✲◆❘
❉♦✇♥❧✐♥❦ P♦❧❛r ❝♦❞❡✳ ❩❛❞♦✛✲❈❤✉ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r♦♦t ✶ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❙❲✳
❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ n = 63 s②♠❜♦❧s ❛♥❞ k = 32 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧
♣♦✇❡r ρt = 3❞❇ ❛♥❞ 5❞❇✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❝✉r✈❡s ✭❜♦✉♥❞s✮ ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮✱
t❤❡ ❛st❡r✐s❦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ P♦❧❛r✲❝♦❞❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❋❊P✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✸
✹✳✶✷ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❊✱✉ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❙❲ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs =
ρc = ρt✮ ❛♥❞ ❙❙❲✳ ❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ k = 65 ❜✐ts
❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❙◆❘ ρt✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ P❊✱✉ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s
❛r❡ P❊✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✹
✹✳✶✸ ■♠♣❛❝t ♦❢ r❛t❡ k/N ✳ ❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ✶✷✾✱ ✽✻✱ ✻✺
❜✐ts ❛t ❙◆❘ = 2❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✹✳✶✹ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N ✇✐t❤ k = ⌈N/3⌉ ❛t ❙◆❘ = −1❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✺✳✶ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r L ✭❢r❡✲
q✉❡♥❝②✮ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ nc s✉❜❝❛rr✐❡rs ✭❜❧♦❝❦✲
❢❛❞✐♥❣✮✳ ■♥ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣✮✱ t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✺✳✷ ❈❉❋ ♦❢ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
❢♦r L = 2 ❛t 10 log10(µ = 1/λ) = 0❞❇✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝✲
t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✭r♦s❡ ♣❧✉s✮ ✐s ❢r♦♠ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✭❜❧❛❝❦ r♦✉♥❞✮ ✐s ❢r♦♠ ✭✺✳✶✹✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✹
✺✳✸ ❙♠❛❧❧❡st ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ n/L t♦ ❡♥s✉r❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ 10−5
❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ 90% t♦ tr❛♥s♣♦rt k = 128 ♥❛ts ❢♦r L = 5✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✵✮✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ P❧♦ ❛♥❞
P✉♣ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
▲✐st ♦❢ ❋✐❣✉r❡s ✈
✺✳✹ ❙♠❛❧❧❡st ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ n/L t♦ ❡♥s✉r❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ 10−5
❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ 90% t♦ tr❛♥s♣♦rt k = 128 ♥❛ts ❢♦r L = 2✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝
s♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✷✮✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ P❧♦ ❛♥❞
P✉♣ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✻
✺✳✺ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✿ ✭k1 = 250❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 = 250❜✐ts✱ ε2 =
10−5✮✳ ❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2 × 12 s✉❜❝❛rr✐❡rs
♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✻ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s✿ ✭k1 = 150❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 =
250❜✐ts✱ ε2 = 10−5✮✳ ❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2× 12
s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✽
✺✳✼ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs
t❤❛t ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❇▲❊❘✿
✭k1 = 100❜✐ts✱ ε1 = 10−6✮ ❛♥❞ ✭k2 = 500❜✐ts✱ ε2 = 10−2✮✳ ❚♦t❛❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2 × 12 s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳
❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✼✾
❆✳✶ ❚✐♠❡ s❧♦t ♦❢ t❤❡ ❘P▼❆ ❙❝❤❡♠❡ ❛t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✾
❇✳✶ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲♦❘❛ ❈❙❙ s②st❡♠✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
❇✳✷ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ Cqi (f) ❛♥❞ A
q
i (f) ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥s ai✮ ❢♦r
s[q] = 10✱ ✇✐t❤ ■❙■ ❜② s[q−1] = 11✳ ✭❛✮ Cqi (f) ❛♥❞ Zq(f)✳ ✭❜✮ ■❙■ Aqi (f) ❛♥❞
Zq(f)✳ ❙♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r M = 2
7✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B = 125❦❍③✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✸
♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❧❛②s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❡t t♦ 0µs ✭❢❛❧❧s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥
✐♥❞❡① s[n] = 10✮✱ 23µs ✭✐♥ ❜✐♥ ✐♥❞❡① s[n]−⌈23µs× 125❦❍③⌉ = s[n]− 3 = 7✮
❛♥❞ 41µs ✭✐♥ ❜✐♥ ✐♥❞❡① s[n]− ⌊41µs× 125❦❍③⌋ = s[n]− 5 = 5✮✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✽
❈✳✶ ❇♦r♥❡s ❋❇▲ ❞✬✉♥ ❝❛♥❛❧ ❆❲●◆ ré❡❧ ❛✈❡❝ ❙◆❘ = 6❞❇ ❡t ε = 10−3 s♦✉s
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ♠♦②❡♥♥❡✳ ❈♦♥st❛♥t❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡
♣♦✉r ♠♦ts ❞❡ ❝♦❞❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ♦❜t❡♥✉❡s ❛✈❡❝ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
❛tt❡✐❣♥❛♥t ❝❛♣❛❝✐té✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷
❈✳✷ ❈♦♠♣r♦♠✐s❡ ❡♥tr❡ ❞é❜✐t ❡t ❡rr❡✉r✳ ❈❛♥❛❧ ❆❲●◆ ❝♦♠♣❧❡① ❙◆❘ = 0❞❇✳✶✵✷
❈✳✸ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t t♦t❛❧❡ ♠✉❧t✐✲✉s❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r
❧✬❡rr❡✉r ♥♦♠✐♥❛t✐✈❡ ε = 10−3✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✸
❈✳✹ ❈❙❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
❈✳✺ ❙❙❲ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✹
❈✳✻ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✺
❈✳✼ ❙♠❛❧❧❡st ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ n/L t♦ ❡♥s✉r❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ 10−5
❛t ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ 90% t♦ tr❛♥s♣♦rt k = 128 ♥❛ts ❢♦r L = 5✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
❈✳✽ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs
♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s✿ ✭k1 = 150❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 =
250❜✐ts✱ ε2 = 10−5✮✳ ❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2× 12
s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✻
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✈✐✐✐ ▲✐st ♦❢ ❚❛❜❧❡s
❆❝r♦♥②♠s
❘❱ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
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❈❉❋ ❈✉♠♠✉❧❛t✐✈❡ ❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ❋✉♥❝t✐♦♥
P❉❋ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ❉❡♥s✐t② ❋✉♥❝t✐♦♥
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✶■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❯♣❝♦♠✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ♠❛❦❡ ✐♥t❡♥s✐✈❡ ✉s❡ ♦❢
s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❆♥ ❡♣✐t♦♠❡ ✐s t❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ✺● st❛♥❞❛r❞✱ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t✇♦ ♦✉t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ ♠❛ss✐✈❡ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✭♠▼❚❈✮ ❛♥❞ ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ▲♦✇ ▲❛t❡♥❝② ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❯❘▲▲❈✮✱ ❛r❡ ✐♥tr✐♥s✐✲
❝❛❧❧② ❜❛s❡❞ ♦♥ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ r❡❝❡♥t ▲♦✇✲P♦✇❡r
❲✐❞❡ ❆r❡❛ ◆❡t✇♦r❦s ✭▲P❲❆◆✮ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ s✉♣♣♦rt t❤❡ ■♦❚ s✉❝❤ ❛s ❙✐❣❢♦①✱ ▲♦❘❛✱
❡t❝✳ ■♥ t❤❡s❡ ✉s❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ t❡♥s✐♦♥ ❛♠♦♥❣ ❞❛t❛ r❛t❡✱ ❧❛t❡♥❝②✱ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✐♥ ✺● ♠▼❚❈ ❛♥❞ ✐♥ ♠♦st ▲P❲❆◆✱ ❛
♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞❡✈✐❝❡s s♣♦r❛❞✐❝❛❧❧② s❡♥❞ ♣❛❝❦❡ts t♦ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♦❝❝❛✲
s✐♦♥❛❧❧② ✇❛❦❡ ✉♣ t♦ r❡❝❡✐✈❡ ❜r♦❛❞❝❛st s✐❣♥❛❧ ❢r♦♠ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✳ ▲❛t❡♥❝② ✐s t②♣✐❝❛❧❧②
r❡❧❛①❡❞ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② ❝❛♣♣❡❞✱ ❜✉t ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
♠✉st ❜❡ ❜♦t❤ ❡♥s✉r❡❞✳ ❆❧t❡r♥❛t✐✈❡❧②✱ ✐♥ ✺● ❯❘▲▲❈✱ ❡①tr❡♠❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ❧♦✇
❧❛t❡♥❝②✱ r❛t❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❛t❛ r❛t❡✱ ❛r❡ t❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥❝❡r♥s✳
❚❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts ❛t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ♠❛② s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ✇❛②
❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱
• ❆t s❤♦rt ❜❧♦❝❦ ❧❡♥❣t❤✱ ❤❡❛❞❡r ♦✈❡r❤❡❛❞ ♠❛② ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❆t t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r✱ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❤❡❛❞❡rs ❛r❡ ♣✐❧♦ts ❛♥❞ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ t❤❡ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❤❡❛❞❡r✱ t❤❡ ♠♦r❡
❡✣❝✐❡♥t ❝❤❛♥♥❡❧ ❧❡❛r♥✐♥❣ ✭❢♦r t❤❡ ♣✐❧♦t ❝❛s❡✮ ❛♥❞ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❢♦r
t❤❡ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❝❛s❡✮ ❜✉t ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✇♦rs❡♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣
❞✉❡ t♦ ❧❡ss r❡s♦✉r❝❡s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ t♦ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
• ❚❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ ✇❡❧❧✲❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s✱ s✉❝❤ ❛s ▲❉P❈ ❛♥❞ ❚✉r❜♦ ❝♦❞❡✱
❞♦ ♥♦t ♣❡r❢♦r♠ ✇❡❧❧ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s✉❝❤ ❝❛♣❛❝✐t②✲❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ ❝♦❞❡s ❛❧s♦ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ r❡t❤♦✉❣❤t ❜❡✲
❝❛✉s❡ ✐t t②♣✐❝❛❧❧② r❡❧✐❡s ♦♥ ❞❡♥s✐t② ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❊❳■❚ ❝❤❛rts ✇❤✐❝❤ ✐♥❤❡r❡♥t❧②
❛ss✉♠❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤s ❬✶❪✳
• ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜❧♦♦♠✐♥❣ ♦❢ ▲P❲❆◆ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❛st ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡② s❤♦rt ♠❡ss❛❣❡s✳ ❆ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥s✇❡r t♦ t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❦✐♥❞ ✏❆r❡ t❤❡② ❛❧❧ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦r ✐s ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ s✉♣❡r✐♦r t♦ t❤❡
♦t❤❡rs❄✑ ✐s t❤✉s ❞❡s✐r❡❞✳
• ❚❤❡ s♣♦r❛❞✐❝ ♥❛t✉r❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
❢❛✈♦r ❛s②♥❝❤r♦♥♦✉s ❛♥❞ ♥♦♥✲s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤ ◆♦♥ ❖rt❤♦❣♦✲
♥❛❧ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss ✭◆❖▼❆✮ ✐s ❛ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ❝❛♥❞✐❞❛t❡✳
✻ ✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
• ❚❛❧❦✐♥❣ ❛❜♦✉t ❧❛t❡♥❝②✱ ♦♥❡ ♦❢ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡ ♦❢ ❞❡❧❛② ✐s ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ■t ✐s
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♠❡♠♦r②❧❡ss
❝❤❛♥♥❡❧s ❬✷✱ ✸❪✱ ❜✉t ❞♦❡s ❤♦✇❡✈❡r ✐♠♣r♦✈❡ ❡rr♦r ❡①♣♦♥❡♥t ❬✹✱ ✺❪✳ ❚❤✐s ❡rr♦r ❡①✲
♣♦♥❡♥t ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥t ✐s ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❢♦r s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s
❬✻❪✳
• ❋✐♥❛❧❧②✱ ❛♥❞ ♣❡r❤❛♣s ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡s✉❧ts ❢r♦♠ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
t❤❡♦r② ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❛ ❝❡♥tr❛❧ ❣✉✐❞❡ ❛♥❞ ❛ ❦❡② ❞r✐✈❡r t♦ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ♦❢
❡✈❡r✲✐♠♣r♦✈✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s s♦ ❢❛r ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞ ✐♥ t❤✐s r❡❣✐♠❡✳
❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐s t♦ r❡✈✐s✐t ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r s❤♦rt✲♣❛❝❦❡t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡st r❡s✉❧ts
♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡✳
❲❡ st❛rt ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝ r❡s✉❧ts
❢♦r ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥
♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t
❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡✐r
r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❉❡t❛✐❧s ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r
✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉♥✈❡✐❧ t❤❡✐r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡
❜♦✉♥❞s t♦ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♥t✐♥✉❡ ✇✐t❤ ❛ r❡✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♠❛❥♦r ❝✉rr❡♥t ✐♥❞✉str✐❛❧ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✳ ❆❧❧ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡r② ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t s②st❡♠ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡✲❛❝❝❡ss s❝❤❡♠❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❲❡ t❤❡r❡❢♦r❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ ❜② ♠❡❛♥s
♦❢ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
◆❡①t✱ ❈❤❛♣t❡r ✹ ✐s ✇❤❡r❡ ✇❡ t✉r♥ ♦✉r ❛tt❡♥t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❡❛❞❡r s✐③❡ ❢♦r s❤♦rt✲♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❢r❛♠❡
❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ❤❛s t♦ ❜❡ s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡
❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❢♦r ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❛♥❞ t✇♦ ❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡s ❛r❡
st✉❞✐❡❞✿ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡s ❤❡❛❞❡r ❛♥❞ ❞❛t❛
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r s✉♣❡r♣♦s❡s t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ s✐❣♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ s✐❣♥❛❧✳ ❋♦r ❜♦t❤
❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡s✱ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s s❤♦✇s t❤❛t t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ ❤❡❛❞❡r ♦✈❡r❤❡❛❞
t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧
s❝❤❡♠❡ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ❛♥❞ ✺● P♦❧❛r ❝♦❞❡s ❝♦♥✜r♠s t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❛❧②t✐❝ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r s❤♦rt ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞
❛♥❛❧②s✐s ❛❧s♦ ❡♥❛❜❧❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ str✉❝t✉r❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡
❡q✉✐✈❛❧❡♥t ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❡rr♦r r❛t❡s✳
❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ✉❧tr❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✐♥ ✉♥❝❡rt❛✐♥ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥ts ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ ❜② ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ✇❛② t♦
q✉❛♥t✐❢② r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❢♦r ✉❧tr❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s s✉❜❥❡❝t t♦ r❛♥❞♦♠ ❜❧♦❝❦✲❡rr♦r r❛t❡
✢✉❝t✉❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❖❋❉▼✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s ♦✈❡r ❘❛②❧❡✐❣❤
s❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞
✉s✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ t❤❡♥ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❧❡♠s✳ ❲❡ ✜rst ✜♥❞ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ t❛r❣❡t r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
✼✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ str❛t❡❣②
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✺● ◆❡✇ ❘❛❞✐♦✳
❲❤❛t ✐s ♠❡❛♥t ❜② ✏s❤♦rt ♣❛❝❦❡t✑❄ ▼❡ss❛❣❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦
❜❡❢♦r❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ P❛❝❦❡t✴❢r❛♠❡ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ♠♦❞✲
✉❧❛t❡❞ s②♠❜♦❧s✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡✱ t❤❛t ✐s s❡♥t ♦✈❡r t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♠♦❞❡❧✳ ❆ s②st❡♠ ✐s ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ✏s❤♦rt ♣❛❝❦❡t✑ ✐❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s ♦❢ ✐ts
♣❛❝❦❡t✴❢r❛♠❡ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ s♦ t❤❛t t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❛♥ ❛❝❝✉r❛t❡ ♠❡tr✐❝✳ ❚❤✐s ❤♦✇❡✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ✐♠♣❧② t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡②❡❞ ♠❡ss❛❣❡ ✐s s♠❛❧❧
❜✐♥❛r② ❜❧♦❝❦✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t ♥❛t✉r❡ ♦❢ ◆❇✲■♦❚ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✹ ✐s ♥♦t
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ✐ts tr❛♥♣♦rt ❜❧♦❝❦ s✐③❡ ❜✉t r❛t❤❡r ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ✐ts tr❛♥s♠✐ss✐♦♥
✐s ❧✐♠✐t❡❞ ✐♥ ♦♥❡ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞✳ ❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s ■♥❣❡♥✉ s②st❡♠✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s ❉✐r❡❝t
❙❡q✉❡♥❝❡ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✴❢r❛♠❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞
❧♦♥❣ ✭s❡❝♦♥❞s ✈❡rs✉s ♠✐❧✐s❡❝♦♥❞s ❛s ✐♥ ♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞s✮ ❜✉t ✐t ✐s st✐❧❧ s❤♦rt ✐♥ t❡r♠s
♦❢ s②♠❜♦❧s ❛❢t❡r ❞❡s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥s✳
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s✉❧ts ❢♦r ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ✭❋❇▲✮ r❡❣✐♠❡✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ♣r❡s❡♥t t❤❡
❜♦✉♥❞s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✼❪✱ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ♠❡t❤♦❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❬✽❪ ❛♥❞ t❤❡✐r r❡❧❡✈❛♥t r❡❧❛t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ❉❡t❛✐❧s ✇✐❧❧
❜❡ ❣✐✈❡♥ ❢♦r t❤♦s❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ❛tt❡♠♣t t♦ ✉♥✈❡✐❧
t❤❡✐r ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✇❛② t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
✷✳✷ ❋r♦♠ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r❡♠s t♦ ❋❇▲ r❡s✉❧ts
❈❧❛✉❞❡ ❊✳ ❙❤❛♥♥♦♥✱ ✇✐t❤ ❤✐s ✐♥❣❡♥✐♦✉s ✇♦r❦ ❬✾❪✱ ❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❛s ❛
♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ st✉❞② t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❙❤❛♥♥♦♥ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ s✐♠♣❧❡ ②❡t ♣♦✇❡r❢✉❧ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s t❤❡s✐s
❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❬✾❪✳ ❚❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥
❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛♥❞ ♦♣❡r❛t❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✱
✶✵ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
• ❖♥❡ ✇❛♥t t♦ tr❛♥s♠✐t ♠❡ss❛❣❡ W t❤❛t ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛♥ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ r❛♥❞♦♠
✈❛r✐❛❜❧❡ ♦❢ t❤❡ s❡t {1, ...,M}✳
• ❚❤❡ ❡♥❝♦❞❡r f❡♥❝ : {1, ...,M} → An = A t❤❛t ♠❛♣s t❤❡ ♠❡ss❛❣❡ W t♦ ❝♦❞❡✲
✇♦r❞ X ∈ An ✇❤❡r❡ A ✐s t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❍❡r❡✱ n ❞❡♥♦t❡s ❝♦❞❡✇♦r❞
❧❡♥❣t❤ ✭❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤✮✱ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s✳
• ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ PY |X t❤❛t r❛♥❞♦♠❧② tr❛♥s❢♦r♠s
X t♦ Y ∈ Bn = B ✇❤❡r❡ B ✐s t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t ❛❧♣❤❛❜❡t ✶✳
• ❚❤❡ ❞❡❝♦❞❡r f❞❡❝ : Bn → {1, ...,M} ❡st✐♠❛t❡s Wˆ ✱ ✐✳❡✳ ♣r♦❞✉❝❡s ❛ ❣✉❡ss ♦♥ t❤❡
♠❡ss❛❣❡ W ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ Y✳
❋r♦♠ t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✳ ❆♥ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ (n,M, ε)❛✈❣ ✐s ❛♥ ❡♥❝♦❞❡r✲❞❡❝♦❞❡r ♣❛✐r (f❡♥❝, f❞❡❝) t❤❛t s❛t✲
✐s✜❡s
P❡✱❛✈❣(f❡♥❝, f❞❡❝) , Pr{Wˆ 6=W} = 1
M
M∑
j=1
Pr{Wˆ 6=W |W = j} ≤ ε ✭✷✳✶✮
❆ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ (n,M, ε)♠❛① ✐s ❞❡✜♥❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱ ❡①❝❡♣t
t❤❛t t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❝♦♥str❛✐♥t ✭✷✳✶✮ ✐s r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ✈❡rs✐♦♥✱
P❡✱♠❛①(f❡♥❝, f❞❡❝) , max
1≤j≤M
Pr{Wˆ 6=W |W = j} ≤ ε ✭✷✳✷✮
❚❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(n, ε) ✐s ❞❡✜♥❡❞ t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡
❛♥❞ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠✱
R∗(n, ε) , max
{
logM
n
: ∃(n,M, ε)− ❝♦❞❡
}
✭✷✳✸✮
❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞❡❜♦♦❦ s✐③❡ M∗(n, ε)
M∗(n, ε) , max {M : ∃(n,M, ε)− ❝♦❞❡} ✭✷✳✹✮
❛♥❞ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε∗(n,M)
ε∗(n,M) , min {ε : ∃(n,M, ε)− ❝♦❞❡} ✭✷✳✺✮
❚❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ♣❛♣❡r ❬✾❪✱ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s✱ ✐s ❞✐sr✉♣t✐✈❡ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t
s❤♦✇s ❛♥❞ ♣r♦✈❡s t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② t❤❛t ❧✐♠✐ts tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥ r❛t❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❤❡♥ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ n ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❣r♦✇
❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✱ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦r ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧② s♠❛❧❧ ✐❢ t❤❡ r❛t❡ ❞♦❡s
♥♦t ❡①❝❡❡❞ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t②❀ ♦♥ ❛♥♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❛♥② s②st❡♠ ✇✐t❤ r❛t❡ ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡
✶❚❤❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ❡✳❣✳ ▼■▼❖✱
st❛t✐♦♥❛r②✱ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣✱ ❡t❝✳
✷✳✷✳ ❋r♦♠ ❙❤❛♥♥♦♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝ t❤❡♦r❡♠s t♦ ❋❇▲ r❡s✉❧ts ✶✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶ ✕ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✳
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Capacity
 n  
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷ ✕ ❚r❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡ ❛♥❞ ❡rr♦r✳ ❈♦♠♣❧❡① ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❙◆❘ =
0❞❇✳
❝❛♣❛❝✐t② s✉✛❡rs ❡rr♦♥❡♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛❧♠♦st s✉r❡❧②✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②
C ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ❛s t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❧✐♠✐t ♦❢ R∗(n, ε) ❬✶✵❪ ❬✶✶✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳✺❪✱
C = lim
ε→0
lim
n→∞R
∗(n, ε) ✭✷✳✻✮
❚❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ r❛t❡ ❛♥❞ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ R∗(n, ε) ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧❧② ❛♥❞
✈❡rt✐❝❛❧❧② ✷✳
❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t Cε , limn→∞R∗(n, ε) ✐s ❛♥♦t❤❡r ✉s❡❢✉❧ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ♠❡tr✐❝
✇❤✐❝❤ ✐s t❡r♠❡❞ ♦✉t❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②✱ ♦r ε✲❝❛♣❛❝✐t② ❬✶✵❪✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❛♥❞ ♠❛t❤❡✲
♠❛t✐❝❛❧❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ r❡❧❛t❡❞ t♦ ❬✶✶✱ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ✶✽✳✺✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥
✶✽✳✷❪✳
✷❚❤❡s❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ◆♦r♠❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✷✳✼✳✶✮ ♦♥❧② ❢♦r ❞❡♠♦♥str❛t✐♦♥ ♣✉r♣♦s❡
✶✷ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
❚❤❡ ❜✐❜❧✐♦❣r❛♣❤② r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② C✱ Cε ❛♥❞ t♦ R∗(n, ε) ✐s ✐♠♠❡♥s❡✳ ■♥
t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ R∗(n, ε)✳ ❙♦♠❡ s❡❧❡❝t❡❞
❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦♥ C ❛♥❞ Cε ✇✐❧❧ ❜❡ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢
❛r❣✉♠❡♥ts✳
❚❤❡ ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡ ♦❢ R∗(n, ε) ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ✐s ❞♦✉❜❧② ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥ n✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ♣❡♦♣❧❡ r❡s♦rt t♦
✜♥❞✐♥❣ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ R∗(n, ε)✳ ❋♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t ❝❧❛ss✐❝ r❡s✉❧ts
♦❢ R∗(n, ε)✱ ✇❡ s✉❣❣❡st t❤❛t r❡❛❞❡rs ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❬✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷❪✳
■♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✼❪ ❛♥❞ ✐ts
r❡❧❛t❡❞ ♣❛♣❡rs✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ R∗(n, ε) ✇❤✐❝❤ ❛r❡
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞
❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t✐❣❤t✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ✐s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜✉t ❛❧s♦
❞✐s❝✉ss❡s t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡♠✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ s❤❛❧❧ ✜rst ♣r❡s❡♥t ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛♥❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✱ t❤❡
t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧s ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✱ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✹✳ ❚❤❡② ❛r❡
t❤❡♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ✭❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s✮ ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s
✭❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s✮ ♦♥ R∗(n, ε) ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✻✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡s❡
❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤♦s❡ ♦♥ ❝♦❞❡❜♦♦❦ s✐③❡ M∗(n, ε) ❛♥❞ t♦ t❤♦s❡ ♦♥ ♠✐♥✐♠✉♠
❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε∗(n,M) ❛s t❤❡② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✸✮✱ ✭✷✳✹✮ ❛♥❞ ✭✷✳✺✮ ✸✳
✷✳✸ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✱ ❛ss✉♠✐♥❣ ❛ ♠❡❛s✉r❡ µ ♦♥ B s✉❝❤ t❤❛t
PY|X=x ≪ µ ❛♥❞ PY ≪ µ✱ t❤❡♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② i(x;y) ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞
❛s
i(x;y) =


−∞, f(x,y) = 0
+∞, g(y) = 0
log f(x,y)g(y) , ♦t❤❡r✇✐s❡
✭✷✳✼✮
✇❤❡r❡ f(x,y) ,
dPY|X=x
dµ (y) ❛♥❞ g(y) ,
dPY
dµ (y)✳
❚❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t❧② ✇r✐tt❡♥ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❘❛❞♦♥✲◆✐❦♦❞②♠
❞❡r✐✈❛t✐✈❡ ♦❢ PY|X=x ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ PY✿
i(x;y) = log
dPY|X=x
dPY
(y) ✭✷✳✽✮
❚❤✐s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ❢♦r ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡❝♦❞❡r
✭s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❬✶✶✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼✳✶❪✮✿
▼▲ ❞❡❝♦❞❡r✿ Wˆ = ❛r❣♠❛①1≤j≤M i(xj ;y) ✭✷✳✾✮
✸❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✮ ♦♥ R∗ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ✭r❡✲
s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞✮ ♦♥ M∗ ❜❡❝❛✉s❡ R∗ , logM
∗
n
✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ✭r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞✮ ♦♥ ε∗ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❞❡❝r❡❛s✐♥❣❧② ♠♦♥♦t♦♥✐❝ r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ R∗ ❛♥❞ ε∗✳
✷✳✹✳ ❇✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✶✸
✷✳✹ ❇✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣
●✐✈❡♥ ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ W ♦♥ W t❤❛t ❝❛♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
P ❛♥❞ Q✱ ❛ t❡st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ PZ|W :
W → {0, 1} ✇❤❡r❡ ✵ ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❛t t❤❡ t❡st ❝❤♦♦s❡s Q✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ t❡st ✐s
βα(P,Q) , min
∫
PZ|W (1 | w)Q(dw) ✭✷✳✶✵✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s PZ|W s✉❝❤ t❤❛t∫
PZ|W (1 | w)P (dw) ≥ α ✭✷✳✶✶✮
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ βα(P,Q) ✐♥ ✭✷✳✶✵✮ ✐s ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② t❤❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥
❧❡♠♠❛✳ ❚♦ ♣✉t ✐t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ βα(P,Q) ✐s t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r Q ✐❢
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝✐s✐♦♥ ✉♥❞❡r P ✐s ❛t ❧❡❛st α✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
♦❢ ✐ts ♠✐♥✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♥❛t✉r❡✱ βα(P,Q) ❤❡❧♣s ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳
✷✳✺ ❈♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ♦❢ ❬✼❪ ❜❡❝❛✉s❡ ❛s s✉❣❣❡st❡❞
❜② ✐ts ♥❛♠❡✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s ♠❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✇✐t❤ ❝❛r❡
✐♥ ♣❛r❛♠❡t❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❜❡❝♦♠❡s ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ♦r ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳
❚❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ♠❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❛s ❛
❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ♦♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y ✭W = B✮ ❜❡t✇❡❡♥ (X,Y) ∼ PXPY|X ❛♥❞
(X,Y) ∼ PXQY|X ✇❤❡r❡ QY|X ✐s ❛♥ ❛✉①✐❧✐❛r② ❝❤❛♥♥❡❧✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶ ✭▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✻❪✮✳ ▲❡t ε ❛♥❞ ε′ ❜❡ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✉♥❞❡r ❝❤❛♥♥❡❧ PY|X ❛♥❞ QY|X r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❋♦r t✇♦ ✉♥✐❢♦r♠ ❡♥❝♦❞❡rs
✇❤♦s❡ PX = QX ✭❡♥❝♦❞❡r ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s✮✱
β1−ε(PXY, QXY) ≤ 1− ε′ ✭✷✳✶✷✮
❚❤❡ ♠♦st ✐♠♣♦rt❛♥t ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶ ✐s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ♦❢ PY|X
❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❤❛♥♥❡❧ QY|X✳ ◆❛t✉r❛❧❧②✱ ✐t ✐s ❞❡s✐r❡❞ t❤❛t
t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦♥ QY|X ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❛s✐❧②✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s❡❧❡❝t✐♥❣ QY|X = QY ❤❡♥❝❡ ε′ = 1− 1/M ✇❤❡r❡ M
✐s t❤❡ ❝♦❞❡❜♦♦❦ s✐③❡✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✷ ✭▼✐♥✐♠❛①✲❝♦♥✈❡rs❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✼❪✮✳ ❊✈❡r② (n,M, ε)❛✈❣ ❝♦❞❡ ❢♦r
❝❤❛♥♥❡❧ PY|X s❛t✐s✜❡s
logM ≤ − log
{
inf
PX
sup
QY
β1−ε(PXY, PXQY)
}
✭✷✳✶✸✮
✶✹ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
◆♦t❡ t❤❛t ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ♣r♦♣❡rt② ♦❢ βα(·, ·)✱
inf
PX
sup
QY
β1−ε(PXY, PXQY) = sup
QY
inf
PX
β1−ε(PXY, PXQY), ✭✷✳✶✹✮
t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ QY ❝❛♥ ❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛① ❝♦♥✈❡rs❡
t❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✷ ❝❛♥ ❜❡ r❡❧❛①❡❞ t♦
logM ≤ − log
{
inf
PX
β1−ε(PXY, PXQY)
}
✭✷✳✶✺✮
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t ✐♥ ❬✶✸✱ ✶✹❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs s❤♦✇❡❞ t❤❛t ❢♦r ❡✈❡r②
(n,M, ε)❛✈❣ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❞❡❝♦❞❡r✱ t❤❡ ❡q✉❛❧✐t② ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶
❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥t❡r♣r❡t t❤❛t t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ✐♥❞❡❡❞ t✐❣❤t✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ♥♦♥✲s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ❝♦❞❡s ✹ t❤❛t ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ r❡❛❝❤ t❤✐s ❝♦♥✈❡rs❡
❜♦✉♥❞ ❬✶✺❪✳
❋♦r r❡❛❞❡rs ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ t❤❡ ❝♦✉♥t❡r✲
♣❛rts ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✶ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✷ ❛r❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✵❪ ❛♥❞ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶❪
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ ❝✐t❡ ❤❡r❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶❪ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✸ ✭▼✐♥✐♠❛①✲❝♦♥✈❡rs❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸✶❪✮✳
❊✈❡r② (n,M, ε)♠❛① ❝♦❞❡ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ PY|X✱ ✇✐t❤ X ∈ A = An✱ s❛t✐s✜❡s
logM ≤ − log
{
inf
x∈A
sup
QY
β1−ε(PY|X=x, QY)
}
✭✷✳✶✻✮
❛♥❞ ✐ts r❡❧❛①❡❞ ✭②❡t ❡❛s✐❡r✲t♦✲❡✈❛❧✉❛t❡✮ ✈❡rs✐♦♥
logM ≤ − log
{
inf
x∈A
β1−ε(PY|X=x, QY)
}
✭✷✳✶✼✮
◆♦✇ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡♠❛✐♥✐♥❣ q✉❡st✐♦♥ ✐s ❤♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ β1−ε(·, ·)✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥ QY✱
❜② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ✭✷✳✶✵✮ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ♥♦♥✲✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ε ❬✶✻❪✱ ✇❡
s❡❧❡❝t γ ❜❡✐♥❣ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
P
[
dPXY
dPXQY
≤ γ
]
= ε ✭✷✳✶✽✮
❚❤❡♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
β1−ε(PXY, PXQY) = Q
[
dPXY
dPXQY
≥ γ
]
✭✷✳✶✾✮
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s ❤❡♥❝❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❤♦✇ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛
✏❣♦♦❞✑ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ QY s♦ t❤❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s r❡❛s♦♥❛❜❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ✇✐t❤♦✉t
s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ♠✉❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ t✐❣❤t♥❡ss✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t ❛♥ ❛rt✳ ❚❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝❤♦✐❝❡
♦❢ QY ✐s ❝❛♣❛❝✐t② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s
✹❆ ♥♦♥✲s✐❣♥❛❧❧✐♥❣ ❝♦❞❡ ✐s ❛♥② ❝♦❞❡ s✉❝❤ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t
♦❢ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❡♥❝♦❞❡r ❣✐✈❡♥ t❤❡ ✐♥♣✉t t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞❡r✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡✲✈❡rs❛✳
✷✳✻✳ ❆❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s ✶✺
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✐♥ ❛s②♠♣t♦t✐❝✲❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤✐s ✐s t❤❡
♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❖t❤❡r ♣♦ss✐❜❧❡ ✭♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ QY ❛r❡ ✈✐❛
❛♥❛❧②③✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ s②♠♠❡tr✐❡s ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ PY|X ❬✶✼✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✹❪✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ♠❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❣❡♥❡r❛❧✐③❡s
♠❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s✱ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❋❛♥♦ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ❬✶✽❪✱ t❤❡ ❲♦❧❢♦✇✐t③
str♦♥❣ ❝♦♥✈❡rs❡ ❬✶✾❪✱ t❤❡ ❙❤❛♥♥♦♥✲●❛❧❧❛❣❡r✲❇❡r❧❡❦❛♠♣ s♣❤❡r❡✲♣❛❝❦✐♥❣ ❝♦♥✈❡rs❡ ❬✷✵❪✱
t❤❡ ❱❡r❞ú✲❍❛♥ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s♣❡❝tr✉♠ ❝♦♥✈❡rs❡ ❬✷✶❪✱ ❡t❝✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤❡
❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✸❪✳
✷✳✻ ❆❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s
• ❲❡ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠ ❛♥❞ ❘❛♥❞♦♠
❈♦❞✐♥❣ ❯♥✐♦♥ ✭❘❈❯✮ ❜♦✉♥❞✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐❞❡❛ ♦❢ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✐s t♦ ✉s❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❛s ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡tr✐❝✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❝❡ss ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❛s ❇❛②❡s✐❛♥ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❝❤♦♦s✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❞❡♥s✐t②✱
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✶ ✭❘❛♥❞♦♠ ❈♦❞✐♥❣ ❯♥✐♦♥ ✭❘❈❯✮ ❜♦✉♥❞ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✻❪✮✳ ❋♦r ❛♥②
✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PX t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (n,M, ε)❛✈❣ ❝♦❞❡ s✉❝❤ t❤❛t
ε ≤ ❘❈❯ = E [min {1, (M − 1)T(X,Y)}] ✭✷✳✷✵✮
✇❤❡r❡ T(X,Y) = Pr
{
i(X¯;Y) ≥ i(X;Y) | X,Y} ❛♥❞ X¯ ❛❧s♦ ❢♦❧❧♦✇s PX ❜✉t ✐s ✐♥✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t t♦ X ❛♥❞ t♦ Y✳
❚❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s str♦♥❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❋❡✐♥st❡✐♥✲❙❤❛♥♥♦♥ ❛♥❞ ●❛❧❧❛❣❡r ❜♦✉♥❞s
❛♥❞ ✐s ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡ t✐❣❤t❡st ❛♠♦♥❣ ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❜♦✉♥❞s ✉♣ t♦ ♥♦✇ ✺✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱
✐ts ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s st✐❧❧ t♦♦ ❤✐❣❤ ❞✉❡ t♦ T(X,Y)✳ ❚❤❡ t✇♦ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❡❛s✐❡r
t♦ ❝♦♠♣✉t❡✳
❚❤❡ ✜rst ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ r❡❧❛①❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ▼❛r❦♦✈ ✐♥❡q✉❛❧✐t② t♦ T(X,Y) ❬✷✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪ ❬✷✸✱ ❚❤❡♦r❡♠
✶❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❜♦✉♥❞ ✐s ✈❡r② ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ❞❡✲
❝♦❞✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦ t♦ t❛❦❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♥♦♥✲▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ r❡❝❡✐✈❡r ✭s❡❡ ❛❧s♦
❈❤❛♣t❡r ✹✮✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ t❤❡ ✭❛✈❡r❛❣❡✮ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ❜② t❤❡ ❇❛②❡s✐❛♥ ♠✐♥✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ❜❡t✇❡❡♥
H0 : PXPY ❛♥❞ H1 : PXY ✇✐t❤ ❛ ♣r✐♦r✐ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② M−1M+1 ❛♥❞
2
M+1 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✿
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✷ ✭❉❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❚❡st✐♥❣ ✭❉❚✮ ❜♦✉♥❞ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✼ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠
✶✽❪✮✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PX ♦♥ A = An t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (n,M, ε)❛✈❣ ❝♦❞❡
s✉❝❤ t❤❛t
ε ≤ ❉❚ = E
[
exp
{
−
[
i(X;Y)− log M − 1
2
]+}]
✭✷✳✷✶✮
✺❚❤❡ str♦♥❣❡st r❡s✉❧t ✐s ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺❪ ✇❤♦s❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② s❦②r♦❝❦❡ts ❡✈❡♥ ❢♦r s♠❛❧❧ M ✳
✶✻ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
• ❋♦r t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✶❪✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ✐❢ t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ i(x;Y) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x ✇❤❡♥ Y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ PY ✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✷❪ ❛s ❢♦❧❧♦✇s
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✸ ✭❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✷❪✮✳ ■❢ t❤❡ ❈❉❋ ♦❢ i(x;Y) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ x
✇❤❡♥ Y ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ PY✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (n,M, ε)♠❛① ❝♦❞❡ t❤❛t
ε ≤ E [exp{− [i(X;Y)− log(M − 1)]+}] ✭✷✳✷✷✮
❚♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐st✐❝ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② i(X;Y)✳ ❚❤✐s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s
❞✐✣❝✉❧t✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ X ❛♥❞ Y ❛r❡ ❧❛r❣❡✳ ❚❤✐s ❞✐✣❝✉❧t② ✐s
♠✐t✐❣❛t❡❞ ✇❤❡♥ PX ❛♥❞ PY ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❲❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t✱ ❡✳❣✳ ❞✉❡
t♦ ❝♦st ❝♦♥str❛✐♥ts ✐♠♣♦s❡❞ ✉♣♦♥ X✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡♠♣❧♦② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ t♦
r❡♣❧❛❝❡ PY ✇✐t❤ ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② QY ✇❤✐❝❤ ✐s ❡❛s✐❡r t♦ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ QY
❜❡✐♥❣ ♣r♦❞✉❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♣r✐❝❡ ❢♦r t❤❡ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ✐s κτ (F,QY) ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r s✐♠♣❧❡ ✈s✳ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ❜❡t✇❡❡♥ QY ❛♥❞ t❤❡
❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {PY|X=x} ❢♦r x ∈ F ⊂ A✱ ✇❤❡r❡ F ✐s t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ ✐♥♣✉ts✱
κτ (F,QY) , min
∫
PZ|Y(1 | y)QY(dy) ✭✷✳✷✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ♦✈❡r ❛❧❧ r❛♥❞♦♠ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s PZ|Y s✉❝❤ t❤❛t∫
PZ|Y(1 | y)PY|X=x(dy) ≥ τ ✭✷✳✷✹✮
❚❤✐s ✐s t❤❡ ❝♦r❡ ✐❞❡❛ ♦❢ κβ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞✿
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✹ ✭κβ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐ts ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❬✼✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✺❪✮✳ ❋♦r 0 <
τ < ε < 1 ❛♥❞ ❛♥② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ QX ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (n,M, ε)♠❛①
✇✐t❤ ♣❡r♠✐ss✐❜❧❡ s❡t F ⊂ A = An s✉❝❤ t❤❛t
M ≥ sup
τ
sup
QY
κτ (F,QY)
supx∈F β1−ε+τ (PY|X=x, QY)
✭✷✳✷✺✮
≥ sup
τ
sup
QX
τQX[F ]
supx∈F β1−ε+τ (PY|X=x, QY)
✭✷✳✷✻✮
✇❤❡r❡ QY ✐s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ♦✉t♣✉t ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② QX✳
❚❤❡ ✇❡❛❦❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ✭✷✳✷✻✮ ✐s ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ❝♦♠♣✉t❡
κτ (F,QY)✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛♥② ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ♦♥ ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❛❧s♦ ❛♥
❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t ❢♦r ❛♥② ❝♦❞❡✱
✐ts ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε❛✈❣ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ✐ts ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε♠❛①
❜② ❞❡✜♥✐t✐♦♥✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤✐s ❝♦❞❡ ✐s ❛♥ (n,M, ε)♠❛① ❝♦❞❡✱ ✐✳❡✳ ε♠❛① < ε✱
✻❋♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❇❊❈ ❛♥❞ ❇❙❈ ✇✐t❤ ❡q✉✐♣r♦❜❛❜❧❡ PX ✳
✷✳✼✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✶✼
✐♠♣❧✐❡s ε❛✈❣ < ε ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤✐s ❝♦❞❡ ✐s ❛❧s♦ ❛♥ (n,M, ε)❛✈❣ ❝♦❞❡✳
❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛♣♣❧② ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✹ ❢♦r t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳
❚❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s✳
❇② r❡♣❧❛❝✐♥❣ t❤❡ t❡r♠ κτ (F,QY) ✐♥ ✭✷✳✷✺✮ ✇✐t❤ βτ (PY, QY)✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ββ
❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❬✷✹✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪ ❢♦r ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❇❡❝❛✉s❡
κτ (F,QY) ✐s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t❡ ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ❜❡t✇❡❡♥ QY
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥ {PY|X=x} ❢♦r x ∈ F ⊂ A❀ ❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ βτ (PY, QY) ✐s t❤❡ ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ♠❡❛s✉r❡ ❢♦r ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st ❜❡t✇❡❡♥ QY ❛♥❞ PY = E
[{PY|X=x}x∈F ]✱
t❤❡ ββ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r✲
♠❛❧✐s♠ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ t❤❡ κβ ❜♦✉♥❞ ✼✳
✷✳✼ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✷✳✼✳✶ ◆♦r♠❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❆❧❧ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ t❤❡✐r t✐❣❤t♥❡ss✱ r❡q✉✐r❡ t❤❡ ❡✈❛❧✲
✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t✐st✐❝❛❧ ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✲❞❡♥s✐t②✲r❡❧❛t❡❞ t❡r♠s✳ ❚❤✐s ✐s ❞♦♥❡
❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ ✇❤✐❝❤ r❡q✉✐r❡s ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ♣♦✇❡r ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✐s t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♥♦t ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡✱ ❤❡♥❝❡ s♦♠❡t✐♠❡s
♠❛❦❡ t❤❡ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡ ♦♣❛q✉❡✳ ❆♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦✇❛r❞s s✉❝❤ ❞❡s❝r✐♣t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥
✐s ❝♦♥❝❡r♥❡❞ ✇✐t❤ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(n, ε) ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
t❤❡ ♣❛❝❦❡t ❧❡♥❣t❤ n✱ ✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ◆♦r♠❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✭◆❆✮ ❬✼❪✱
R∗(n, ε) = C −
√
V
n
Q−1(ε) +O
(
log n
n
)
✭✷✳✷✼✮
✇❤❡r❡ C ✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t②✱ V ✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ ❛♥❞ Q(·) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ t❛✐❧
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ s❤♦✇s
t❤❛t C ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ ✜rst✲♦r❞❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ R∗(n, ε)❀ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠√
V
nQ−1(ε) ✐s t❤❡ ♣❡♥❛❧t② ✐♥❝✉rr❡❞ ❜② t❤❡ ✜♥✐t❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ n✳ ❯s✐♥❣ ✭✷✳✷✼✮
❢❛❝✐❧✐t❛t❡s ♥✉♠❡r♦✉s s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞ ❤❡❧♣s t♦ ✜♥❞ s②st❡♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
s♦❧✉t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷✻✱ ✷✼✱ ✷✽❪✳
❚❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ♦❢ ◆❆ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ t❤❛t
− log βα(P,Q) ≈ (1− α)✲q✉❛♥t✐❧❡ ✭✉♥❞❡r P✮ ♦❢ log dP
dQ
✭✷✳✷✽✮
✇❤❡r❡ βα(P,Q)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✷✳✶✵✮✱ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ ✐♥❣r❡❞✐❡♥t ♦❢ ❋❇▲ ❝♦♥✈❡rs❡
❛♥❞ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✷ ❛♥❞ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✹✮ ✽✳ ❲❤❡♥ P
❛♥❞ Q ❛r❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ✉♥✐t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r
♠❛♥② ✉s❡❢✉❧ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❡✳❣✳ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❛♥❞ st❛t✐♦♥❛r②✱ log dPdQ =
∑n
j=1 log
dPj
dQj
❜❡✐♥❣ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❋♦r t❤✐s r❡❛s♦♥✱ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ❧✐♠✐t t❤❡♦r❡♠
✼❚❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ββ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❬✷✺✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶✺❪✳
✽❚❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ✭✷✳✷✽✮ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t ❬✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✸❪✳
✶✽ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❬✼❪ ✉s❡s t❤❡ ❇❡rr②✲❊ss❡❡♥ t❤❡♦r❡♠ ❬✷✾❪ t♦ ❛ss❡ss t❤❡
q✉❛♥t✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭✷✳✷✽✮❀ ✇❤✐❧❡ ✐♥ ❬✸✵❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❡♠♣❧♦② ❈r❛♠❡r✲❊ss❡❡♥ t❤❡♦r❡♠
❬✸✶❪ ❢♦r t❤❡ s❛♠❡ ♣✉r♣♦s❡✳
❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ V ✐s ❢♦r♠❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ ✇❛② s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✷✳✻✮✱
V , lim
ε→0
lim
n→∞
n
(Q−1(ε))2 (C −R
∗(n, ε))2 ✭✷✳✷✾✮
= lim
ε→0
lim
n→∞
n
−2 log ε (C −R
∗(n, ε))2
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❡q✉❛❧✐t② ❝♦♠❡s ❢r♦♠ Q−1(ε) ≈ √−2 log ε ❢♦r ε = 0+✳
❆s ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② C✱ t❤❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ V ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❜❧♦❝❦✲
❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡✐r ♣❛rt✐❝✉❧❛r r❡❧❡✈❛♥❝❡ ❢♦r ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ❜❛s❡❞ s②st❡♠s
s✉❝❤ ❛s ✸●PP ✹● ▲♦♥❣ ❚❡r♠ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ✭▲❚❊✮ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡①t ✸●PP ✺● ◆❡✇ ❘❛❞✐♦
✭◆❘✮ ♥❡t✇♦r❦s✳
✷✳✼✳✶✳✶ ❈❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ✐♥t❡r❡st
❲❡ ❜r✐❡✢② ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❛❧s♦ r❡♠✐♥❞ t❤❡ ✉s✉❛❧ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ st✉❞② ♦❢ t❤❡s❡ ❦✐♥❞s ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧
♠♦❞❡❧s✳ ❇❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ✇✐t❤✐♥✱
s❛②✱ nc ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s ❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❈♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ❛❝r♦ss L s✉❝❤
❜❧♦❝❦s❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s n = ncL✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦✲
❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ l−t❤ ❜❧♦❝❦✱ ✇✐t❤ 1 ≤ l ≤ L✱ ✐s ❡q✉❛❧ t♦
Yl = HlXl +Wl ✭✷✳✸✵✮
✇❤❡r❡ Xl ∈ Cnc ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧♦❝❦ l ❛♥❞
✇❤❡r❡ Wl ✐s t❤❡ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝✐r❝✉✲
❧❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ CN (0, Inc)✳ Hl ✐s ❢❛❞✐♥❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ t❤❡ l−t❤
❜❧♦❝❦✳ ❲❤❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r❡❞ ❞✐✛✉s❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✱ Hl
❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ Hl ∼ CN (0, 1)✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞
s②♠❜♦❧s s❛t✐s❢② t❤❡ ❡q✉❛❧ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ‖Xl‖2 = ncρ ✾✳
✷✳✼✳✶✳✷ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r ♥♦♥✲❢❛❞✐♥❣ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s
❋♦r ♥♦♥✲❢❛❞✐♥❣ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✐✳❡✳ ✇❤❡♥ Hl = 1 ❛❧♠♦st s✉r❡❧②✱ t❤❡ ◆❆ ✐s ❡st❛❜✲
❧✐s❤❡❞ ❛s ✭✷✳✷✼✮ ✇✐t❤
C = log(1 + ρ)
V = 1− 1
(1 + ρ)2
✭✷✳✸✶✮
✾❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♦t❤❡r ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t t②♣❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❬✼✱ ▲❡♠♠❛ ✸✾❪✳
✷✳✼✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✶✾
✐♥ ❬✼❪ ❜② ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠✐♥✲♠❛① ❝♦♥✈❡rs❡ ❛♥❞ t❤❡
κβ ❜♦✉♥❞s✳ ❇② ❛♥❛❧②③✐♥❣ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✷❪ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡
r❡✜♥❡♠❡♥t ♦❢ t❤✐r❞✲♦r❞❡r t❡r♠
R∗(n, ε) = C −
√
V
n
Q−1(ε) + log(2n)
2n
+O(1) ✭✷✳✸✷✮
❚❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐s t✐❣❤t ❬✶✵❪✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❧❛t❡r ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❬✽❪ ✇✐t❤ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✷✳✼✳✶✳✸ P❛r❛❧❧❡❧ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❋♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✸✷❪ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈✲
❛❜✐❧✐t② ♦❢ log(2n)2n +O(1)✳ ❆s t❤❡ ◆❆ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ❙❡❝t✐♦♥
■❱✲❋❪✱ t❤❡ ◆❆ ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦✈❡r ♣❛r❛❧❧❡❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ❤❛s t❤❡
s❛♠❡ ❢♦r♠ ❛s ✭✷✳✸✷✮ ✇✐t❤
C♣❛r❛ =
1
K
K∑
j=1
log(1 + ρj) ✭✷✳✸✸✮
V♣❛r❛ =
1
K
K∑
j=1
1− (1 + ρj)−2 ✭✷✳✸✹✮
✇❤❡r❡ K ≥ 1 ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣❛r❛❧❧❡❧ ●❛✉ss✐❛♥ ❝❤❛♥♥❡❧s✳
✷✳✼✳✶✳✹ ❋❛❞✐♥❣ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❋♦r ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ t✇♦ ❝❛s❡s ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❈❙■ ❛t r❡❝❡✐✈❡r ❛r❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥✲
❣✉✐s❤❡❞✿ ♥♦✲❈❙■ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❢❛❞✐♥❣ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ✐s ✉♥❦♥♦✇♥ ❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✭❛❧t❤♦✉❣❤
❢❛❞✐♥❣ st❛t✐st✐❝s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✮✱ ❛♥❞ ❈❙■❘ ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❤❛s
♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ Hl✳ ❚r❛♥s♠✐tt❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♥♦t t♦ ❤❛✈❡ ❛❝❝❡ss t♦ ❢❛❞✐♥❣ r❡❛❧✲
✐③❛t✐♦♥✳ ❆s ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ n = ncL✱ t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ R∗(n, ε) ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞
❡✐t❤❡r ✐♥ ❡r❣♦❞✐❝ s❡t✉♣ ❜② ✜①✐♥❣ nc ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ L → ∞✱ ♦r ✐♥ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s❡t✉♣ ❜②
✜①✐♥❣ L ❛♥❞ ❧❡tt✐♥❣ nc →∞✳
■♥ t❤❡ ❡r❣♦❞✐❝ s❡t✉♣✱ t❤❡ ❈❙■❘ ◆❆ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✸❪ ✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❊q✉❛✲
t✐♦♥ ✭✸✻✮✮ ❛♥❞ ✐♥ ❬✸✹❪ ❢♦r ❙■❙❖ ❛♥❞ ▼■▼❖ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ ✭✷✳✷✼✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♥♦✲❈❙■ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❛♣❛❝✐t②✲❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✉♥❦♥♦✇♥✳
■♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s❡t✉♣✱ ❢♦r ❛♥ ❛r❜✐tr❛r② L ❛♥❞ ❢♦r ❜♦t❤ ♥♦✲❈❙■ ❛♥❞ ❈❙■❘
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✸✵❪ ♣r♦✈❡❞ t❤❛t
R∗(n = ncL, ε) = Cε +O
(
log nc
nc
)
✭✷✳✸✺✮
✐❢ s♦♠❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❢❛❞✐♥❣ ❛r❡ s❛t✐s✜❡❞ ❬✸✵✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t
t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❛❧❧ s❛t✐s✜❡❞ ❜② ❢❛❞✐♥❣ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇✐r❡✲
❧❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❡✳❣✳ ❘❛②❧❡✐❣❤✱ ❘✐❝✐❛♥ ❛♥❞ ◆❛❦❛❣❛♠✐✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱
✭✷✳✸✺✮ ✐s ✉s❡❢✉❧✳
✷✵ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦ ❛❜♦✉t ✭✷✳✸✺✮ ✐s t❤❛t t❤❡ ❞✐s♣❡rs✐♦♥ V ✐s ③❡r♦✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ❝♦♥✈❡r❣❡s ✈❡r② q✉✐❝❦❧② t♦ Cε❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦✉t❛❣❡
❝❛♣❛❝✐t② ✐s r❡❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ s❡t✉♣✳ ❚❤✐s ✐s ✐♥
❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ r❡♣♦rts ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t t❤❡ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞❡s❝r✐❜❡s ❛❝❝✉r❛t❡❧②
t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦✈❡r q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❬✸✺❪✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ♦♥❡
♠✉st ❜❡ ❝❛r❡❢✉❧ t❤❛t ✭✷✳✸✺✮ ✐s t❛✐❧♦r❡❞ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ s♠❛❧❧ L✱ t❤✉s t❤❡ ❞✐r❡❝t
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✭✷✳✸✺✮ t♦ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ s❡t✉♣s ♦❢ ♠♦❞❡r❛t❡ L ♠❛② ❧❡❛❞ t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛t❡
r❡s✉❧ts✳
✷✳✼✳✷ ❙❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❆♥♦t❤❡r ✇❛② t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ ✭✷✳✷✽✮ ✐s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ❧❛r❣❡
❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❡♦r② ❬✸✻❪✱ ❛❧✇❛②s ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ♠❡♠♦r②❧❡ss♥❡ss ❛♥❞ st❛t✐♦♥✲
❛r✐t② s♦ t❤❛t log dPdQ =
∑n
j=1 log
dPj
dQj
✳ ❚❤❡ ❜❛s✐❝ r❡s✉❧t ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ t❤❡♦r②
✐s t❤❡ ❈r❛♠❡r t❤❡♦r❡♠
Pr

 1n
n∑
j=1
Zj ≥ z

 ≈ exp(−nI(z)) ✭✷✳✸✻✮
✇❤❡r❡ {Zj} ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ r❛t❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ I(z) , supθ>0 [θz − λ(z)]
❛♥❞ λ(z) , logE [exp(θZ)] ✶✵✳ ❆♠♦♥❣ ♦t❤❡r ♠❡t❤♦❞s✱ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ✐s ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❢♦r ✐ts ❡✣❝✐❡♥❝② ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❡❢t ❤❛♥❞s✐❞❡ ♦❢ ✭✷✳✸✻✮ ❛♥❞
s♦♠❡t✐♠❡s ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ r❡✜♥❡♠❡♥ts ♦❢ ✭✷✳✸✻✮ ✐ts❡❧❢ ❬✸✼✱ ✸✽✱ ✸✾❪✳
■♥ t❤❡ ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣
log dPdQ =
∑n
j=1 log
dPj
dQj
✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ✐✳✐✳❞✳ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✐♥ ✭✷✳✸✻✮✳ ❚❤✐s
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♥✉♠❡r♦✉s ✇♦r❦s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r
❡①♣♦♥❡♥t ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❢♦r ❙■❙❖ ❘✐❝✐❛♥ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❬✹✵❪ ✭❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❞✐❞ ♥♦t ✉s❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❜✉t r❡s♦rt❡❞
t♦ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣✮✳ ■♥ ❬✷✸✱ ✽❪✱ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇✐t❤
▲❛♣❧❛❝❡ ✐♥t❡❣r❛❧s✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✶✮✱ t❤❡
s✲♣❛r❛♠❡t❡r ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✮ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠
✷✳✺✳✶✮ ❢♦r ✈❛r✐♦✉s ♥♦♥✲❢❛❞✐♥❣ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r
❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❬✹✶❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ❝❧❛✐♠ t❤❛t t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ✐s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② ❜r❛♥❝❤❡s L ✭s❡❡
❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✭✷✳✸✵✮✮✳
◆♦t❡ t❤❛t ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡✱ t❤✐s s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❡①♣❛♥s✐♦♥ ✐s
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❜❡tt❡r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t❤❛♥ t❤❡ ◆❆✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ✈❡r② s♠❛❧❧
❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡s❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t r❡s✉❧ts ❞♦ ♥♦t r❡❧② ♦♥ ❡❛s②✲t♦✲
❝♦♠♣✉t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❡✳❣✳ t❤❡ λ(z) ✐♥ ✭✷✳✸✻✮✮ ❛♥❞ t❤✉s ♥❡❡❞ ❡✐t❤❡r t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦r t♦ r❡s♦rt t♦ s♦♠❡ ❧✐♥❡❛r ♦r ♥♦♥✲❧✐♥❡❛r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ r♦✉t✐♥❡s✳ ❚❤✐s ✐s
t❤❡ ♠❛✐♥ r❡❛s♦♥ t❤❛t ❧❡❛❞s ✉s t♦ ♣r❡❢❡r t❤❡ ◆❆ t♦ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ t❤✐s
✶✵❚❤✐s ✐s ❛ s♣❡❝✐❛❧ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ ❈r❛♠❡r t❤❡♦r❡♠ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ Z ✐s ❦♥♦✇♥ ❤❡♥❝❡ t❤❡
❡①♣r❡ss✐♦♥ ♦❢ r❛t❡ I(z) ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
✷✳✽✳ ❲❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡❄ ✷✶
t❤❡s✐s✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❡✳❣✳ ❬✽❪✱
✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ❧❛t❡r ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ♦✉r r❡s✉❧ts✳
✷✳✽ ❲❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ❝❤♦♦s❡❄
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❧✐♠✐t❡❞ t❤❡ ❧✐st ♦❢ t❤❡ ❋❇▲ r❡s✉❧ts t♦ t❤♦s❡ t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞
❧❛t❡r ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ t❤❡② ❛r❡ st✐❧❧ ♥✉♠❡r♦✉s✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ tr② t♦ ❛♥s✇❡r t❤❡
q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ✏✇❤✐❝❤ ❜♦✉♥❞ s❤♦✉❧❞ ✇❡ ♣r❡❢❡r❛❜❧② ✉s❡❄✑✳
●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ t❤✐♥❣s t❤❛t ♠❛tt❡r ✐♥ ❝❤♦♦s✐♥❣ ❜♦✉♥❞s✿ ❛❝❝✉✲
r❛❝② ❛♥❞ ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳
❋♦r ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s✱ ❛s s❛✐❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✱ t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t✐❣❤t ❬✶✸✱
✶✹✱ ✶✺❪✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✐ts ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✱
s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✽✱ ✹✵✱ ✹✷❪✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥
♦❢ ♠❛♥② ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞s ❬✶✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✼✳✸❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡
❜♦✉♥❞ ✐s ♥❛t✉r❛❧❧② ❛ ❣♦♦❞ ❝❤♦✐❝❡✳
❲✐t❤ t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ❛s t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡✱ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t②
❜♦✉♥❞s ❝❛♥ ❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ❜② t❤❡✐r t✐❣❤t♥❡ss t♦ t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡✿ t❤❡ ❝❧♦s❡r ❛♥ ❛❝❤✐❡✈✲
❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ t♦ t❤❡ ▼❡t❛✲❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞✱ t❤❡ t✐❣❤t❡r ✐t ✐s✳ ❙tr✐❝t❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱ t❤❡r❡
✐s ♥♦ ❜♦✉♥❞ t❤❛t ✐s ❛❧✇❛②s t✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦t❤❡rs✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ❜♦✉♥❞s
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✿ ❘❈❯ ✐s t✐❣❤t❡r t❤❛♥ ❉❚ ✐♥ ❇❙❈
❝❤❛♥♥❡❧s ❬✶✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶❪ ❜✉t t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❇❊❈ ❝❤❛♥♥❡❧s
❬✶✷✱ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✻❪✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ ✇❡ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❘❈❯ ✐s ✏t②♣✐❝❛❧❧②✑
t✐❣❤t❡r t❤❛♥ ♦t❤❡r ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✼✱ ✶✷❪✳
❚♦ t❤❡ ❜❡st ♦❢ ♦✉r ❦♥♦✇❧❡❞❣❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♣r♦♦❢ ❢♦r t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢
t❤❡ ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s✳ ▼♦r❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡✐r t✐❣❤t♥❡ss ✐s ♥♦t
♦✉r ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❝♦♥❝❡r♥✱ ❛t ❧❡❛st ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❧❡t ✉s ❧❡❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦♣❡♥✳
■♥❞❡❡❞✱ ♦✉r ♣✉r♣♦s❡ ✐s t♦ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s t♦ r❡✈✐s✐t ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❞❡s✐❣♥ ❢♦r
s❤♦rt✲♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❢❛❝t♦r t❤❛t ♠♦st ✐♥✢✉❡♥❝❡s ♦✉r ❝❤♦♦s✐♥❣ ✐s t❤❡✐r ❢❡❛s✐❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱
t❤✐s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❋♦r ♦✉r ♠♦❞❡❧s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✱
❡✳❣✳ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❜❧♦❝❦ ❢❛❞✐♥❣✱ ❘❈❯ st❛♥❞s ♦✉t ❛s t❤❡ ♠♦st ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧❧② ❝♦st❧②
❜♦✉♥❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❤❛✈❡ s✐♠✐❧❛r ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❙❛❞❞❧❡♣♦✐♥t
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❤❡❧♣ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ ❤❡❛✈② ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ✇❤✐❧❡ st✐❧❧ ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦
♣r♦✈✐❞❡ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥s✱ ❢♦r ❛ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❙◆❘ = 6❞❇ ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
ε = 10−3✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ❢♦r t❤✐s ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ t✐❣❤t❡st
❛♥❞ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ✈❡r② ❣♦♦❞ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡✳
✷✷ ✷✳ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❈♦❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✷✳✸ ✕ ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞s ❢♦r ❛ r❡❛❧ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ❙◆❘ = 6❞❇ ❛♥❞
ε = 10−3 ✉♥❞❡r ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❈♦❞❡✇♦r❞s ❤❛✈❡ ❝♦♥st❛♥t
♣♦✇❡r✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐♥♣✉t✴♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳
✷✳✾ ❋✐♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❋❡❡❞❜❛❝❦ ✐s ♥♦t st✉❞✐❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡t❡♥❡ss✱
✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦♥❝✐s❡ r❡✈✐❡✇ ♦❢ ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ ❢❡❡❞❜❛❝❦✳
❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ r❡s✉❧t ♦❢ ❙❤❛♥♥♦♥ ❬✷❪ st❛t❡s t❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥❝r❡❛s❡ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ ♠❡♠♦r②❧❡ss ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✱ ❢❡❡❞❜❛❝❦
❞♦❡s ❤❡❧♣ s♣❡❡❞ ✉♣ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ t♦ ❝❛♣❛❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(n, ε)
❬✻❪✳ ❚❤✐s ✇❛s s❤♦✇♥ ❜② t❤❡ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❱❛r✐❛❜❧❡ ▲❡♥❣t❤ ❙t♦♣ ❋❡❡❞❜❛❝❦ ✭❱▲❙❋✮ s❝❤❡♠❡✱
❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ ❱▲❙❋ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛❧ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❱▲❙❋ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❱▲❙❋ s❝❤❡♠❡
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✻❪✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ✐t s❤♦rt✱ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✲r❛t❡ ❝♦❞❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❜② ❞✐✈✐❞✲
✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦❞❡✇♦r❞ ✐♥t♦ s❡✈❡r❛❧ s✉❜❝♦❞❡✇♦r❞s t❤❛t ❛r❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ♦✈❡r ❛ ❢♦r✇❛r❞
❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥ s✉❜s❡q✉❡♥t r♦✉♥❞s✳ ■♥ ❡❛❝❤ r♦✉♥❞✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r tr✐❡s t♦ ❣✉❡ss t❤❡ ♠❡ss❛❣❡
❜② ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♥❣ ❛❧❧ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✉❜❝♦❞❡✇♦r❞s✱ ❛♥❞ t❤❡♥✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡❝♦❞✲
✐♥❣ r❡s✉❧t✱ r❡t✉r♥s ❛ ♦♥❡✲❜✐t ❢❡❡❞❜❛❝❦ t♦ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ❱▲❙❋ ✐s
s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s s✉❝❤ ❛s
❍❆❘◗ ❛♥❞ ❆❘◗✳
❖♥❡ ♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ❱▲❙❋ r❡s✉❧ts ✐s ❬✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛♥
❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✷ t♦ ❱▲❙❋✱ ✇❤❡r❡ ❛♥ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
❚❤✐s r❡s✉❧t ✐s ❧❛t❡r ❧❡✈❡r❛❣❡❞ ✐♥ ❬✹✸❪ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠
❡♥❡r❣② ♣❡r ❜✐t r❡q✉✐r❡❞ t♦ tr❛♥s♠✐t ❛ s♠❛❧❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛②❧♦❛❞ ✉♥❞❡r ❛ ❣✐✈❡♥ ❧❛t❡♥❝②
❛♥❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② t❛r❣❡t✱ ❢♦r ❙■❙❖ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ ♣✐❧♦t ❛♥❞ s❝❛❧❡❞
♥❡❛r❡st✲♥❡✐❣❤❜♦r ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♦❢ ❬✹✸❪ ✐s t❤❛t t❤❡ ❱▲❙❋ s❝❤❡♠❡
✷✳✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✷✸
♠❛② s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② ♦✉t♣❡r❢♦r♠ ✐ts ♥♦✲❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥
✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦ ✐s ♥♦✐s❡❧❡ss✿ ✇✐t❤ ♥♦✐s② ❢❡❡❞❜❛❝❦✱ t❤❡
❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ ♠❛② ❜❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ❛s t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❱▲❙❋ s❝❤❡♠❡✱ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡s❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞s ❝❛♥♥♦t
❜❡ ❛ss❡ss❡❞✱ ✉♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✳
❖t❤❡r r❡❢❡r❡♥❝❡s ❛❜♦✉t t❤❡ ❱▲❙❋ s❝❤❡♠❡ ❛♥❞ ✐ts r❡❧❛t❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❛r❡ ❬✹✹❪ ❛♥❞
❬✹✺❪ ✇❤❡r❡ ❬✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✸❪ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❛ ❤❛r❞ r❡str✐❝t✐♦♥ ♦♥ ❞❡❧❛②✱
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆❧❧ ♣r❡✈✐♦✉s ✇♦r❦s ❝♦♥s✐❞❡r ❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❜❡❝♦♠❡s ♠✉❝❤
♠♦r❡ ❞✐✣❝✉❧t ✐♥ t❤❡ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦✐s② ❢❡❡❞❜❛❝❦✳ ❚❤❡ ✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐s
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ st❛t❡s ❆❈❑ ❛♥❞ ◆❆❈❑ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ❱▲❙❋ s❝❤❡♠❡ ✐♥ ❬✹✻✱ ✹✼❪✳
✷✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❚❤❡ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❧❛t❡st ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts t❤❛t ✇✐❧❧ ❜❡
✉s❡❞ ❧❛t❡r ✐♥ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ ♠❛①✐♠✉♠
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(n, ε) ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❛r❡ ❦♥♦✇♥ t♦ ❜❡
❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t✐❣❤t✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ✇❛s ♥♦t r❡str✐❝t❡❞
t♦ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞ ❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧②
t❤❡♠✳ ❲❡ ❧❡❢t t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜❡st ❜♦✉♥❞s ♦♣❡♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤✐s ✐s ♥♦t t❤❡ ♠❛✐♥
❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ t❤❡s✐s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st ❛♥❞ ❡♠♣❤❛s✐③❡❞ t❤❛t t❤❡✐r t✐❣❤t♥❡ss ❝♦✉❧❞ ♦♥❧②
❜❡ ❛ss❡ss❡❞ ✈✐❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳

✸❆ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❛♥❛❧②s✐s ❛♥❞
❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r s❤♦rt ♣❛❝❦❡t
s②st❡♠s
❈♦♥t❡♥ts
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✺
✸✳✷ ❙❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✸✳✷✳✶ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✻
✸✳✷✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣② ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✸✳✷✳✸ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ✭❋❊❈✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✸✳✷✳✹ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ✭▼❆❈✮ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✼
✸✳✷✳✺ ❉✐✈❡rs✐t② ❛♥❞ ▼■▼❖ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✸✳✷✳✻ ◗♦❙ ❝♦♥tr♦❧ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✷✽
✸✳✸ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✷
✸✳✸✳✶ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ r❛t❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✸
✸✳✸✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✹
✸✳✸✳✸ ▲✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ❛ss❡ss♠❡♥t ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✽
✸✳✸✳✹ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✸✾
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✹✸
✸✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❙②st❡♠s ❢❡❛t✉r✐♥❣ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❛♥❣❡ t❤❛t t❤❡②
s✉♣♣♦rt r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ t❤r❡❡ ❣r♦✉♣s✿
• s❤♦rt✲r❛♥❣❡ ❲✐r❡❧❡ss ♣❡rs♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭❲P❆◆✮✱ ❧✐❦❡ ❇❧✉❡t♦♦t❤✱ ❩✐❣❜❡❡✱
• ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ❲✐r❡❧❡ss ❧♦❝❛❧ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭❲▲❆◆✮✱ ✇✐t❤ ❲✐✲❋✐ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛s
❡①❛♠♣❧❡✱
• ❛♥❞ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ ▲♦♥❣ ♣♦✇❡r ✇✐❞❡ ❛r❡❛ ♥❡t✇♦r❦s ✭▲P❲❆◆✮ s✉❝❤ ❛s ❙✐❣❢♦①✱
▲♦❘❛✱ ❡t❝✳
✷✻ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❚❤❡ ♠❛✐♥ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ st❛t❡✲♦❢✲t❤❡✲❛rt ❲P❆◆✴❲▲❆◆ t❡❝❤♥♦❧♦✲
❣✐❡s ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✸✱ ❛♥❞ ✇❡ r❡❢❡r t❤❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ r❡❛❞❡rs t♦ t❤❡ ♠♦r❡
❝♦♠♣❧❡t❡ ♦✈❡r✈✐❡✇s ✐♥ ❬✹✽✱ ❈❤❛♣t❡r ✶❪ ❛♥❞ ❬✹✾❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✳
■♥ t❤✐s t❤❡s✐s✱ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ❧♦♥❣✲r❛♥❣❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ♦✣❝✐❛❧
♦♣✐♥✐♦♥ ❢r♦♠ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❙■● ❬✺✵❪✿
❙❡✈❡r❛❧ s❤♦rt✲r❛♥❣❡ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s✱ ♥♦t❛❜❧② ❲✐✲❋✐✱ ❇❧✉❡t♦♦t❤ ❛♥❞ ❩✐❣❜❡❡✱
♦✛❡r ❡♥❞♣♦✐♥ts ❛t ❧♦✇ ♣r✐❝❡ ♣♦✐♥ts ❛r♦✉♥❞ ✩✶✲✩✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡✐♥❣ s❤♦rt
r❛♥❣❡✱ t❤❡s❡ ❝❛♥♥♦t ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♥❡❡❞❡❞ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s
❛✉t♦♠♦t✐✈❡✱ s❡♥s♦rs✱ ❛ss❡t tr❛❝❦✐♥❣✱ ❤❡❛❧t❤❝❛r❡ ❛♥❞ ♠❛♥② ♠♦r❡✳ ■♥st❡❛❞✱
t❤❡② ❛r❡ r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♠❛❝❤✐♥❡s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❤♦♠❡ ♦r ♦✣❝❡ ❡♥✲
✈✐r♦♥♠❡♥ts✳ ◆❡✐t❤❡r ❞♦ t❤❡② ♣❡r♠✐t t❤❡ ❡❝♦♥♦♠✐❡s ❛✛♦r❞❡❞ ❜② ♠✉❝❤
❧❛r❣❡r ❝❡❧❧ s✐③❡s ✇✐t❤ ❢❡✇ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s ❝♦✈❡r✐♥❣ ❧❛r❣❡ ❛r❡❛s s✉❝❤ ❛s ✇❤♦❧❡
❝✐t✐❡s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ▲P❲❆◆ ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ■❚❯✲❘ ❬✺✶❪ ❛s
• s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s
• ✭❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡✮ ❧♦♥❣ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡
• ✭❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ❛♥❞ ♥❡t✇♦r❦✮ ❧♦✇ ❝♦st ✭❈❆P❊❳ ❛♥❞ ❖P❊❳✮
• ❧♦♥❣ r❛♥❣❡
❆s ✇❡ s❤❛❧❧ s❡❡✱ t❤❡s❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❤✉❣❡ ✐♠♣❛❝ts ♦♥ t❤❡ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s
✉s❡❞ ✐♥ ▲P❲❆◆✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ✜rst r❡✈✐❡✇✱ ✐♥ ❛ ♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✱ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ▲P❲❆◆ t❤❛t s✉♣♣♦rt s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ▼♦r❡
s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s✉♠♠❛r✐③❡❞
✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ❛♥❞ ❚❛❜❧❡ ✸✳✷✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳
❲❡ ♥♦t❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡s❡ s②st❡♠s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈❡r② ❞✐✛❡r❡♥t t❡❝❤♥✐❝❛❧
❝❤♦✐❝❡s✱ ♠❛❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❞✐✣❝✉❧t✳ ❲❡ ♥♦t✐❝❡ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❞✐✈❡rs❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r♦♣♦s❡ t♦ ❛ss❡ss ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠
❜② ♠❡❛♥s ♦❢ t❤❡✐r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐ts ✐♥ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✸✳✸ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❋❇▲ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❝❤❛♣t❡r✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❛♣❡r ❆✳
✸✳✷ ❙❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s
✸✳✷✳✶ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛rr✐❡r ❛r❡ t❤❡ ♣r♦①② ❜❡t✇❡❡♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❛♥❞ ❛♥❛❧♦❣ ✇♦r❧❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡② ♣❧❛② ✐♠♣♦rt❛♥t r♦❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤❡ ▲P❲❆ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐♥ ❝❛rr✐❡r s❡❧❡❝t✐♦♥✳ ❋✐rst✱ ✸●PP t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❧✐❦❡
❡▼❚❈ ❛♥❞ ◆❇✲■♦❚ ❝❛♥ s❤❛r❡ t❤❡ ❛❧r❡❛❞② ♦✇♥❡❞ ❜❛♥❞s ♦❢ ♦♣❡r❛t♦rs t♦ ❛✈♦✐❞ ❛❞❞✐✲
t✐♦♥❛❧ ❧✐❝❡♥s✐♥❣ ❝♦st✳ ❋♦r t❤❡ ♦t❤❡rs✱ ❧✐❝❡♥s❡✲❡①❡♠♣t ❜❛♥❞s s✉❝❤ ❛s ■❙▼ ❜❛♥❞ ❛♥❞
✸✳✷✳ ❙❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s ✷✼
❚❱ ✇❤✐t❡ s♣❛❝❡ ❛r❡ ♣r❡❢❡rr❡❞✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡ ❛♥❞ ❧♦✇ ♣♦✇❡r
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ♠♦st ▲P❲❆◆ ✉s❡ s✉❜✲●❍③ ❜❛♥❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ ❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s ♦✛❡r
r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡ss ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝t✳ ❆♥ ❡①❝❡♣t✐♦♥ ✐s ■◆●❊◆❯
❘P▼❆ ❬✺✷❪ ✇❤♦ ♣r❡❢❡rs t❤❡ ✷✳✹●❍③ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ s♣❡❝tr✉♠ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✱
r❛❞✐♦ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ♠❛①✐♠✉♠ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ✐♥ t❤✐s ❜❛♥❞✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡
❤✐❣❤❡r ❛tt❡♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❢❛❞✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ s♦♠❡❤♦✇ ❝♦♠♣❡♥s❛t❡❞✳
▲P❲❆ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ❛r❡ ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ t❛r❣❡t ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t ✇❤✐❝❤ ✐s
t②♣✐❝❛❧❧② ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ 160❞❇✳ ■♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ 140❞❇ ❜❛s❡❧✐♥❡ ♦❢ ▲❚❊ ❈❛t✲
✶ ❬✺✸❪✱ t❤✐s ✐s ❛♥ ✐♠♣r❡ss✐✈❡ +20❞❇ ❣❛✐♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡s ❛r❡
◆❛rr♦✇❜❛♥❞ ❛♥❞ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳
■♥ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ❞❛t❛ ✐♥ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ ❧♦✇ ❜❛♥❞✇✐❞t❤s t♦ ❝♦♥❝❡♥✲
tr❛t❡ ♣♦✇❡r ❛♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ ♥♦✐s❡ ❧❡✈❡❧✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❛ ❤✐❣❤ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t ✐s
❛❝❤✐❡✈❡❞ ❛♥❞ ♠♦r❡ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❛r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✐♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✳ ❋✉r✲
t❤❡r♠♦r❡✱ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ❛♥❞ ❖❋❉▼✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦ s♣r❡❛❞✐♥❣
♥♦r ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ r❡s✉❧ts ✐♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ❧❡ss
❡①♣❡♥s✐✈❡ tr❛♥s❝❡✐✈❡rs✳
❙♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ✐s ❛♥♦t❤❡r ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t t❤❛♥❦s t♦
t❤❡ ♣r♦❝❡ss✐♥❣ ❣❛✐♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❞❡✲s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
✸✳✷✳✷ ❚♦♣♦❧♦❣②
◆❡t✇♦r❦ t♦♣♦❧♦❣② ❝❛♥ ❜❡ r♦✉❣❤❧② ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥ st❛r ❛♥❞ ♠❡s❤✳ ▼❡s❤ ♥❡t✇♦r❦s ✉s❡s
❞❡✈✐❝❡s t♦ r❡❧❛② ♠❡ss❛❣❡s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛♥❣❡s✳ ❚❤✐s ✐s ♥♦t ♣♦✇❡r✲
❢r✐❡♥❞❧②✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt❡❞ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ♠❛ss✐✈❡ ❬✺✹❪✳
❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ t❤❡ st❛r t♦♣♦❧♦❣② ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❝♦♥♥❡❝t ❞✐r❡❝t❧② t♦ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥s✱ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❜② ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ t♦ ❜❛s❡
st❛t✐♦♥s ✇❤♦s❡ ♣♦♣✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❧✐♠✐t❡❞✱ ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❝❛♥ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞✱ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s
❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ❝❛♥ ❜❡ ❧❡♥❣t❤❡♥❡❞ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ❝♦♥tr♦❧ ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞✳
✸✳✷✳✸ ❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣ ✭❋❊❈✮
❉✉❡ t♦ ❧♦✇ ❝♦st ❛♥❞ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♥str❛✐♥ts ❛t ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ s✐♠♣❧❡ ❋❊❈
✭❡✳❣✳ ❇❈❍✱ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡✱ ❡t❝✳✮ ✐s ♣r❡❢❡rr❡❞ ✐♥ ❉▲✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ♦❢
❡♥❝♦❞✐♥❣ ✐s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ♠✉❝❤ ❧♦✇❡r t❤❛♥ t❤❛t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✱ s♦♣❤✐st✐❝❛t❡❞ ❋❊❈
s✉❝❤ ❛s t✉r❜♦ ❝♦❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ ❯▲ ❬✺✺❪✳
✸✳✷✳✹ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ✭▼❆❈✮
❚❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ❧♦✇ ❝♦st✱ ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞
❞❡✈✐❝❡s✱ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s♣♦r❛❞✐❝ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts✱ ♠❛❦❡ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥
▼❆❈ ♣r♦t♦❝♦❧s ♦❢ ❝❡❧❧✉❧❛r ❛♥❞ s❤♦rt r❛♥❣❡ ✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ❝✉♠❜❡rs♦♠❡✳ ■♥❞❡❡❞✱
t❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s s♦♠❡t✐♠❡s ♠♦r❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❛t❛ ✐ts❡❧❢✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱
t✐❣❤t s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r❡✈❡♥ts ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s t✉r♥✐♥❣ ♦✛ t♦ s❛✈❡ ❜❛tt❡r②✳ ❆❧s♦✱ ✐t
✐s ♥❡❛r❧② ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❢♦r ❛ ❧♦✇ ❝♦st ❞❡✈✐❝❡ t♦ ♠❡❡t t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ❧❡✈❡❧ ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞
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• ❯❧tr❛ ◆❛rr♦✇❜❛♥❞ ✭❯◆❇✮ ❜❛❝❦❡❞ ❜② ❙✐❣❢♦① ❬✻✵❪✱ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆ ❬✻✶❪✱
• ❉✐r❡❝t s❡q✉❡♥❝❡ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ✭❉❙❙❙✮ ♦❢ ■♥❣❡♥✉ ❬✺✷❪✱ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❲ ❬✻✶❪
• ❈❤✐r♣ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ✭❈❙❙✮ ❢r♦♠ ▲♦❘❛ ❬✻✷❪✱ ▲✐♥❦▲❛❜s ❬✻✸❪✱
• ❛♥❞ ❝②❝❧✐❝ ♣r❡✜① ❖❋❉▼ ✭❈P✲❖❋❉▼✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✸●PP ❡▼❚❈✱ ◆❇✲■♦❚
❬✺✼❪✱ ❛♥❞ ✐s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✺● st❛♥❞❛r❞✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡✐r ♣♦♣✉❧❛r✐t② ♣❛rt❧② st❡♠s ❢r♦♠ ♥♦♥✲t❡❝❤♥✐❝❛❧ r❡❛s♦♥s s✉❝❤ ❛s ♠❛r✲
❦❡t✐♥❣✱ ♠❡❞✐❛ ❡①♣♦s✐t✐♦♥ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❡❞✐❛ ❜❛tt❧❡ ❛♠♦♥❣ ❜✉s✐♥❡ss ❢♦r❝❡s ❬✻✹✱ ✻✺✱ ✻✻❪✳
❋r♦♠ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ t❤❡s❡ ❢♦✉r ❡①❛♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✈❛r✐✲
❡t② ♦❢ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡r✈❡ ❛s ❣♦♦❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡s
t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t♦ st❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ t♦ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ r❛✲
❞✐♦ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛ ❢❛✐r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ s❡✈❡r❛❧ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡
s♣❡❝✐✜❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳
❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(n, ε)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛t❡ ❢♦r ✇❤✐❝❤
t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ❡♥❝♦❞❡r✲❞❡❝♦❞❡r ♣❛✐r t❤❛t ❛❧❧♦✇s t♦ tr❛♥s♠✐t ❛ ♣❛❝❦❡t ♦❢ ❧❡♥❣t❤ n
✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛♥ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜❡❧♦✇ ε ✶✱ ✐s t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r s❤♦rt ♣❛❝❦❡t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤✐s R∗ ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ❝❤❛r❛❝✲
t❡r✐③❡❞ ❜② ❙◆❘ ρ✱ ❤❡♥❝❡ ✐t s❤♦✉❧❞ r❡❛❞ R∗(n, ε, ρ)✱ ❛ ♥♦♥✲❞❡❝r❡❛s✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ ✐ts t❤r❡❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r✲❝r✐t✐❝❛❧ s②st❡♠s ♠❛② ♣r❡❢❡r ♠✐♥✐♠✉♠ r❡q✉✐r❡❞ ♣♦✇❡r ρ∗(n, ε,R)
❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ r❡❛s♦♥✐♥❣✱ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✲
✐♥❣ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε∗(n,R, ρ) ♠❛② ❜❡ ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ♠❡tr✐❝ ❢♦r r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✲❝♦♥str❛✐♥t
s②st❡♠s✳ ❚❤❡s❡ t❤r❡❡ ♠❡tr✐❝s ❛r❡ ✐♥❞❡❡❞ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♥❞ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡✳
❋♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝t✉❛❧❧② ❛
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❡✛❡❝t ♦❢ ❤❡❛✈✐❧② ❜✉✐❧t✲✉♣ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ♦♥
r❛❞✐♦ s✐❣♥❛❧s ✇✐t❤ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❬✻✼❪✳ ❋♦r s✉❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ❧❡✈❡r❛❣❡
t❤❡ t✐❣❤t ❜♦✉♥❞s ♦♥ R∗ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ ❬✹✷❪ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ♥❡✐t❤❡r ❈❙■ ❛t
tr❛♥s♠✐tt❡r ✭❈❙■❚✮ ♥♦r ❛t r❡❝❡✐✈❡r ✭❈❙■❘✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✷✳ ❚❤✐s ♥♦✲❈❙■ s❡t✉♣ ✐s
♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❈❙■❚ r❡q✉✐r❡s ❛ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❧✐♥❦ ✇❤✐❝❤
✶❚❤✐s ✐s ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠✳ ❚❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❡rr♦r ❢♦r♠❛❧✐s♠ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ s✐♠✐❧❛r❧②✱
✇✐t❤ s✉✐t❛❜❧❡ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ✭s❡❡ ❈❤❛♣t❡r ✷✮✳
✷❋♦r ❘✐❝✐❛♥ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✉s❡ t❤❡ r❡s✉❧t ♦❢ ❬✻✽❪✳
✸✳✸✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✸✸
✐♥❝r❡❛s❡s ❧❛t❡♥❝② ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❢♦r s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s✳ ❆❜♦✉t ❈❙■❘✱ ❧❡❛r♥✐♥❣
t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ st❛t❡✱ ❡✳❣✳ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣✐❧♦ts✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛② ❜❡ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❤♦rt
❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✸✳
❲❡ ❛❞♦♣t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ str❛t❡❣②✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ✇❡
❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡♥ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✹✷❪ t♦ ♦❜t❛✐♥
R∗✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ❬✹✷❪ ❜❡❝♦♠❡s t❤❡ ♣r♦①② ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲t✐♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧
♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝ R∗✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✱
✇❡ ❜r✐❡✢② s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t
♦❢ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t s❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷ ✐s ❞❡❞✐❝❛t❡❞ t♦ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡
♠♦❞❡❧s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✜rst s❤♦✇ t❤❛t
♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❛❧s♦ ❜❡ ✉s❡❢✉❧ ✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt
♣❛❝❦❡t s②st❡♠s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✸✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ✐s ✜♥❛❧❧②
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳
✸✳✸✳✶ ❉✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ❛♥❞ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦♥ r❛t❡
❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❝♦❞❡r ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡r ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❛♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤♦s❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥
✷✳✷✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t X ✐s ❢♦r♠❡❞ ❜② ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦❞❡ ❜❧♦❝❦s✱
X = {X1, ...,Xk, ...,XL}
✇❤❡r❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t r❡❛❞s tr
{
XHk Xk
}
= ncρ, ∀k ✹✳
❍❡♥❝❡✱ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ L ❜❧♦❝❦s Xk r❡❛❞s✿
Yk = XkHk +Wk ✭✸✳✶✮
✇❤❡r❡ Xk ∈ Cnc×mt ,Hk ∈ Cmt×mr ❛♥❞Wk ∈ Cnc×mr ❛r❡ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧
✐♥♣✉t✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡
❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ ♦✉t♣✉t Yk ❢♦❧❧♦✇s ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♥♦t❛t✐♦♥s
nc,mt,mr ✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ▼■▼❖ ❜❧♦❝❦❢❛❞✐♥❣ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ✐♥ ❬✹✷❪✱ t❤❡✐r
♦r✐❣✐♥❛❧ ♠❡❛♥✐♥❣ ❞♦❡s ♥♦t ♠❛tt❡r ♠✉❝❤ ✐♥ ♦✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦①② r♦❧❡
♦❢ ✭✸✳✶✮✳ ❚❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ Hk ❛♥❞ Wk ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐✳✐✳❞✳ CN (0, 1)✳
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ♥♦r♠❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡♥tr✐❡s ♦❢ Hk ❛♥❞ Wk✱ ρ ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢
❛s t❤❡ ❙◆❘✳
❯♥❞❡r t❤✐s ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(nc, L, ε, ρ) ❝❛♥ ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡
♠✐♥✲♠❛① ❝♦♥✈❡rs❡ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ✐s t❤❡ ❉❡♣❡♥❞❡♥❝②
❚❡st✐♥❣ ✭❉❚✮ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✸✮✱ ❜♦t❤ ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r♠❛❧✲
✐s♠✳ ❚❤❡ ❝r✉❝✐❛❧ q✉❡st✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ✐s t❤❡ ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ ✐♥♣✉t ❛♥❞ ❛✉①✐❧✐❛r②
♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s✳ ❋♦r t❤❡ ❧❛tt❡r✱ t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❝❤♦✐❝❡ ✭s❡❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✺✮✱ ✐❢ ✐t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ■♥
✸❊✈❡♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❛❝❝❡♣ts t♦ ♣❛② t❤❡ ❧❡❛r♥✐♥❣ ❝♦st✱ t❤❡ ♥♦✲❈❙■ s❡t✉♣ ✐s st✐❧❧ ✉s❡❢✉❧ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t
r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❝♦st ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ s❡t✉♣s✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❈❙■❘
s❡t✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②✱ ❡✳❣✳✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❬✸✵✱ ✸✹❪✳
✹❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐♥♣✉t X ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥ts ❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❢r♦♠ ❡♥❝♦❞❡r ✐♥♣✉t t♦ ❝❤❛♥♥❡❧✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣
❝❤❛♥♥❡❧ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ❛♥❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s②st❡♠s✳
✸✹ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❬✻✾❪✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♣r♦✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❝❛♣❛❝✐t② ❛❝❤✐❡✈✐♥❣ ✐♥♣✉t X ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠ X = ΦD
✇❤❡r❡ Φ ✐s ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✉♥✐t❛r② ♠❛tr✐① ❛♥❞ D ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✐❛❣♦✲
♥❛❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ Φ✳ ■♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ ✐♥ ❬✼✵❪✱ ✐t ✇❛s s❤♦✇♥ t❤❛t
D ❜❡✐♥❣ s❝❛❧❡❞ ✐❞❡♥t✐t② ♠❛tr✐① ✐s ♦♣t✐♠❛❧ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘ ❢♦r nc ≥ mt + mr✳ ❚❤✐s
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ X ✐s t❡r♠❡❞ ✉♥✐t❛r② s♣❛❝❡ t✐♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❯❙❚▼✮✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛s❡
nc < mt + mr✱ ❜❡t❛ ✈❛r✐❛t❡ s♣❛❝❡ t✐♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✭❇❙❚▼✮ ❬✼✶❪ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞
✐♥st❡❛❞✳ ❆s ❇❙❚▼ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❧❛r❣❡ ▼■▼❖ s②st❡♠s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♥♦t ♦❢ ✐♥t❡r❡st ❢♦r
t❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦✱ ✇❡ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✹✷❪ ❛♥❞ ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ❝❛s❡ nc ≥ mt+mr✱
❤❡♥❝❡ ❯❙❚▼✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛❝t✉❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ ❙❤❛♥♥♦♥✬s s❤❡❧❧
❝♦❞❡ ❬✷❪ ❢♦r ❙■❙❖ s②st❡♠s✳ ❆s ❯❙❚▼ ✐s s❡❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞
❜② ❯❙❚▼ ✐s t❤❡ ❛✉①✐❧✐❛r② ♦✉t♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠✐♥✲♠❛① ❝♦♥✈❡rs❡ t❤❡✲
♦r❡♠✱ ❛♥❞ ✐s ❛❧s♦ ✉s❡❞ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② r❡❧❛t❡❞ t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ❉❚
❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡♥❡ss ♦❢ t❤✐s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐s ✐♥❡✈✐t❛❜❧❡✳
✸✳✸✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧
yr(t) ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
yr(t) = y(t) + b(t) =
∑
i
ai(t)x(t− τi(t)) + b(t), ✭✸✳✷✮
✇✐t❤ b(t) ✐s ❜❛s❡❜❛♥❞ ✇❤✐t❡ ●❛✉ss✐❛♥ ♥♦✐s❡ ♣r♦❝❡ss ❛♥❞ y(t) ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡
s✉♠ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s✐❣♥❛❧ x(t) r❡❝❡✐✈❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❛t❤s✱ t❤❡ i−t❤ ♣❛t❤
❤❛✈✐♥❣ ❞❡❧❛② τi(t) ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡① ❣❛✐♥ ai(t)✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✉♥❞❡r✲
s♣r❡❛❞✱ ✐✳❡✳ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❞❡❧❛② s♣r❡❛❞ τ♠❛① = max
i,t
τi(t) ✐s ♠✉❝❤ s❤♦rt❡r t❤❛♥ t❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ s❡❡ ♥✉♠❡r♦✉s st❛t✐st✐❝❛❧❧②
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❡✢❡❝t❡❞ ❛♥❞ s❝❛tt❡r❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ♣❛t❤s ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ❛♠♣❧✐t✉❞❡s ✭r✐❝❤
s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✮✱ ❛ t②♣✐❝❛❧ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ ✉r❜❛♥ ❝❧✉tt❡r✳
❍❡r❡❛❢t❡r✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❯◆❇✱ ❈P✲❖❋❉▼ ❛♥❞ ❉❙❙❙
❛r❡ ❜r✐❡✢② ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r t❤✐s ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✱ t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ ❛s✲
s✉♠♣t✐♦♥s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳
✸✳✸✳✷✳✶ ❯❧tr❛ ◆❛rr♦✇❜❛♥❞ ✭❯◆❇✮
❋♦r ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❯◆❇ ♦❢ ❙✐❣❢♦① ❬✻✵❪✱ ❜❛s❡❜❛♥❞ s✐❣♥❛❧ x(t) t❤❛t tr❛♥s✲
♠✐ts ❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ s②♠❜♦❧s {s[n] ∈ S, n ∈ Z} ✭❆❧♣❤❛❜❡t S ✇✐❧❧ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞ ❧❛t❡r✮
✉s✐♥❣ s♦♠❡ ✜♥✐t❡✲❡♥❡r❣② ✇❛✈❡❢♦r♠ p(t) ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
x(t) =
∑
n;s[n]∈S
s[n]p(t− nTs),
✇❤❡r❡ Ts ✐s s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥✳
▲❡t pc(t) ❜❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦s✐t❡ ✜❧t❡r ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ✇❛✈❡❢♦r♠ p(t)
❛♥❞ ✐ts ♠❛t❝❤❡❞ ✜❧t❡r✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢ t❤✐s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s
✸✳✸✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✸✺
❛ G−t❛♣ ❞✐s❝r❡t❡ ❋■❘ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤❡r❡ G = ⌈τ♠❛①/Ts + 0.5⌉✿
z[m] =
G−1∑
g=0
s[m− g]hg[m] + w[m],
❛♥❞ hg[m] =
∑
i ai(mTs)pc(−τi(gTs − mTs))✳ ❙❛♠♣❧❡s w[n] ♦❢ t❤❡ ✜❧t❡r❡❞ ♥♦✐s❡
r❛♥❞♦♠ ♣r♦❝❡ss b(t) ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳✱ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r❧② s②♠♠❡tr✐❝ ❝♦♠♣❧❡① ●❛✉ss✐❛♥
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛♥❝❡ σ2✿ w[n] ∼ CN (0, σ2)✳
❇② t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❯◆❇✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✐t ✐s ❧❡❣✐t t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 1/Ts ≪ 1/τ♠❛①✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ♦❢
❯◆❇ ❝❛♥ ❜❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ ♦♥❧② ♦♥❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣✱ G = 1✱
z[m] = s[m]h0[m] + w[m] ✭✸✳✸✮
❚❤❡ r✐❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣ h0[m] ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ❛ ●❛✉ss✐❛♥ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡✿ h0[m] ∼ CN (0, σ2h)✳ ◆♦t❡ t❤❛t h0[m] ✐s ❝♦♥st❛♥t
♦✈❡r ❛ ❜❧♦❝❦ ♦❢ nc ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s t❤❛t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc ✭nc = ⌊Tc/Ts⌋✮✱
❤❡♥❝❡ ❞❡✜♥❡ ❛ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ k−t❤ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✿
Zk = XkHk +Wk ✭✸✳✹✮
✇❤❡r❡ Xk = [s[knc], s[knc + 1], . . . , s[knc + nc − 1]]T ✱ Hk = h0[knc] = · · · =
h0[knc + nc − 1] ❛♥❞ Wk ✐s nc−❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐✲
❛❜❧❡s ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ CN (0, σ2)✳ ❆❝t✉❛❧❧②✱ ✭✸✳✹✮ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛s ❛ ♠❛tr✐① ❢♦r♠ t❤❛t
❣❛t❤❡rs s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ❙■❙❖ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✸✳✸✮✳
❇② ♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ σ2 = σ2h = 1 ✭t❤❡ ❙◆❘✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡♥♦t❡❞ ❜② ρ✱ ✐s t❤❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✮✱ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ ❛❧♣❤❛❜❡t S ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t Xk
❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦r♠
√
ρnc✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ✭✸✳✹✮ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ r❛t❡ R∗ ♦❢ ❯◆❇ ✐♥ ❛ r✐❝❤✲s❝❛tt❡r✐♥❣ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤
❝❤❛♥♥❡❧✳
◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r Xk ②✐❡❧❞s ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ t❤❛♥ t❤❛t ❝❛♥
❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❛❧♣❤❛❜❡ts ❧✐❦❡ ◗❆▼✳ ❚❤✐s r❛t❡ s❡r✈❡s ❛s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❤❡❧♣s ✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ s❛♠❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❤❡ s❝❤❡♠❡s✱ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠♣❛r✐s♦♥s r❡♠❛✐♥ ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧✳
✸✳✸✳✷✳✷ ❈P✲❖❋❉▼ ❛♥❞ ❉❋❚ r❡❝❡✐✈❡r
❈P✲❖❋❉▼ ✇✐t❤ ❉❋❚ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❛ ♠✉❧t✐✲❝❛rr✐❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
◆❇✲■♦❚ ❬✺✼❪✳ ❲✐t❤ ♣r♦♣❡r ❈P ❞❡s✐❣♥✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧
♦♥ t❤❡ j✲t❤ s✉❜✲❝❛rr✐❡r✱
z[j] = s[j]H❉❋❚[j] +W❉❋❚[j] ✭✸✳✺✮
✇❤❡r❡ H❉❋❚[j] ❛♥❞ W❉❋❚[j] ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐✳✐✳❞ CN (0, 1)✳ ❇② t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❯◆❇✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡
✸✻ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✐s t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s nc ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ♥♦t ♦♥❧② ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡
t✐♠❡ Tc ❜✉t ❛❧s♦ ❜② t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ Bc✳ ■♥❞❡❡❞✱ nc = ⌊Tc/Ts⌋ × ⌊Bc/∆f⌋
✇❤❡r❡ ∆f ✐s s✉❜✲❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣✳
✸✳✸✳✷✳✸ ❉✐r❡❝t s❡q✉❡♥❝❡ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ✭❉❙❙❙✮ ✇✐t❤ ❘❛❦❡ r❡❝❡✐✈❡r
■♥st❡❛❞ ♦❢ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ s②♠❜♦❧s ❛t t❤❡ r❛t❡ 1/Ts✱ ❛ s②♠❜♦❧ ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜② nSF
❝❤✐♣s ✐♥ t❤❡ s❛♠❡ ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❈❤✐♣ ❞✉r❛t✐♦♥ T❝❤✐♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s T❝❤✐♣ = Ts/nSF ✳ ▲❡t
cu = {cu[m] ∈ C}nSF−1m=0 ❞❡♥♦t❡ t❤❡ u✲t❤ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❝♦❞❡ s❡q✉❡♥❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡
❞❛t❛ {s[p]} ✐s s♣r❡❛❞ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❑r♦♥❡❝❦❡r ♣r♦❞✉❝t ✇✐t❤ cu✱ sc[n] = s[⌊n/nSF ⌋]×
cu[n%nSF ] ✇❤❡r❡ % ✐s ♠♦❞✉❧♦ ♦♣❡r❛t♦r✳
❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠ ❤❡❛✈✐❧② ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ {cu}✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s ❤❛✈❡ ✐❞❡❛❧ ❛✉t♦✲❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ✐❞❡❛❧ ❝r♦ss✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ❚❤❡ ♦✉t♣✉t ❛t t❤❡ r−t❤ ✜♥❣❡r ♦❢ t❤❡ ❘❛❦❡✲❜❛s❡❞ r❡❝❡✐✈❡r ❢♦r
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s②♠❜♦❧ s[q] ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦
zr[q] = hr[q]s[q] + wr[q], 0 ≤ r ≤ G− 1
✇❤❡r❡ G = ⌈τ♠❛①/T❝❤✐♣+0.5⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r s②♠❜♦❧ q r❡❛❞s✿
Z[q] = [z0[q], . . . , zG−1[q]]T
= [h0[q], . . . , hG−1[q]]T s[q] + [w0[q], . . . , wG−1[q]]T
✭✸✳✻✮
✇❤❡r❡ {wr[q]}G−1r=0 ❛r❡ t❤❡ ❞❡✲s♣r❡❛❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✇❤❡r❡ hg[q] ✐s t❤❡
g−t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲s♣r❡❛❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇
♦❢ s②♠❜♦❧ s[q]✱ ✐✳❡✳ ❢♦r q×n❙❋ ≤ m ≤ q×n❙❋+G+n❙❋−1✳ ❲✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts
❛s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✱ hr[q] ∼ CN (0, 1/G) ❛♥❞ t❤❡ ❞❡✲s♣r❡❛❞ ❞✐s❝r❡t❡ ♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s
wr[q] =
1
n❙❋
∑
mw[m]c
∗[m − r − q × n❙❋] ∼ CN (0, 1) ❜❡✐♥❣ ✐✳✐✳❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦
❘❛❦❡✲r❡❝❡✐✈❡r ✜♥❣❡rs✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ✭✸✳✻✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡✇r✐tt❡♥ ❛s Z[q] = 1√
G
[h˜0[q], . . . , h˜G−1[q]]T s[q] +
[w0[q], . . . , wG−1[q]]T s♦ t❤❛t
{
h˜g[q]
}G−1
g=0
❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
◆♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳ ❲❡ t❤✉s ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❛ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❝♦✈❡r✐♥❣ nc =
⌊Tc/Ts⌋ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✶✿
Zk = XkHk +Wk ✭✸✳✼✮
✇❤❡r❡ Zk = [Z[knc], · · · ,Z[(k+ 1)nc − 1]]✱ Xk = 1√G [s[knc], · · · , s[(k + 1)nc − 1]]
T ✱
Hk = [h˜0[q], · · · , h˜G−1[q]]T ❛♥❞ Wk ✐s ❛♥ nc × G ♠❛tr✐① ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠
♥♦✐s❡ s❛♠♣❧❡s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ CN (0, 1)✳
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❛t t❤❡ s②♠❜♦❧ ❛❧♣❤❛❜❡t S ✐s ❝❤♦s❡♥ s✉❝❤ t❤❛t Xk ❢♦❧❧♦✇s ❛♥ ✐s♦tr♦♣✲
✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦r♠
√
ρnc/G✱ ✭✸✳✼✮ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❛♥
❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✷❪ t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ r❛t❡ R∗ ♦❢ ❉❙❙❙ ✐♥ ❛ r✐❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝❤❛♥♥❡❧✳
✸✳✸✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✸✼
✸✳✸✳✷✳✹ ❈❤✐r♣ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ✭❈❙❙✮
❚❤❡ ❈❙❙ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ▲♦❘❛ ❬✻✷❪ ✐s ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❛♥❞ ♥♦ s✐♠♣❧❡
❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞✐r❡❝t❧② ❛♣♣❧② t❤❡ ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❜♦✉♥❞s ♦❢ ❬✹✷❪✳
❆❢t❡r ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❈❙❙✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❢♦r♠ t❤❛t ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ❧✐♥❡❛r s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠✳
• ❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✿
❚❤❡ ❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦♥❡ ♦❢ ♦✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✐s ❞❡r✐✈❡❞
✐♥ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ❬✼✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠❜❛t ■❙■✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❙❙❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✜rst
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ■❙■ ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
t❛♣s ♦❢ t❤❡ ❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❲❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥ t❤❛t t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣ ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s CN (0, 1/G) ✇✐t❤ G = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉ ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ t❛♣s✳
• ❈❙❙ r❛t❡ ❜♦✉♥❞s✿
❚♦ ❛♣♣❧② t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✸✳✶✮ ❛♥❞ ✐ts R∗ ❜♦✉♥❞ r❡s✉❧ts✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ❈❙❙ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s✐♠✐❧❛r t♦ ✭✸✳✻✮✿ ❈❙❙ ❤❡❧♣s r❡s♦❧✈❡
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠ ♠♦❞✉❧❛✲
t✐♦♥s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✱ ✐❢ t❤❡ q−t❤ s②♠❜♦❧ s[q] ✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞
♦✈❡r ❛ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ G = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉✱ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ ❉❋❚ ❝❛♥ ❜❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ✈❡❝t♦r Z[q] ❛s✿
Z[q] = [0, . . . , hs[q], hs[q]+1, . . . , hs[q]+G−1, 0, . . . ]T + [w0, . . . , wM−1]T ✭✸✳✽✮
✇❤❡r❡ M ✭t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r✮ ✐s t❤❡ ❝❛r❞✐♥❛❧✐t② ♦❢ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t ❛♥❞ s[q] ✐s t❤❡
✐♥❞❡① ✐♥ t❤❡ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❚♦ ♣✉t ✐t ❞✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ s②♠❜♦❧ s[q] ✐♥ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s
❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s t❤❡ ✈❡❝t♦r ❢♦r♠ S[q] = [0, . . . , 1, 0, . . . ]T ✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲
③❡r♦ ❡♥tr② ✐s t❤❡ s[q]−t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ✭♣✉❧s❡✲♣♦s✐t✐♦♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ❬✼✸✱
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶❪✮✳ ❚❤✐s S[q] ❝♦♥s✐sts ♦❢M ❡❧❡♠❡♥ts ✇❤♦s❡ tr❛♥s♠✐t ❞✉r❛t✐♦♥ ❡q✉❛❧s 1/B
②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐t ❞✉r❛t✐♦♥ T =M × 1B t❤❛t ❡q✉❛❧s t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢
❈❙❙✳ ❖✈❡r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ G t❛♣s✱ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s ❛❢t❡r t❤❡ ❉❋❚ ✐s [w0, . . . , hs[q]+
ws[q], h1 + wk+1, . . . , hG−1 + wk+G−1, 0, . . . ]T ✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ Z[q]✳ ❋♦r t❤❛t
r❡❛s♦♥✱ ✇✐t❤ nc = ⌊Tc/T ⌋ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s✱ t❤❡ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❜❡❝♦♠❡s
Zk = XkHk +Wk ✭✸✳✾✮
✇❤❡r❡ Xk =
1√
G
[s[knc], s[knc + 1], . . . , s[knc + nc − 1]]T ✱ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ Hk ✐s ❛ 1 × G
✈❡❝t♦r ❛♥❞ Wk ✐s ❛ nc × G ♠❛tr✐①✱ ❜♦t❤ ♦❢ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t st❛♥❞❛r❞ ◆♦r♠❛❧ r❛♥✲
❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s {s[q]}knc+nc−1q=knc s✉❝❤ t❤❛t Xk ✐s ❛♥
✐s♦tr♦♣✐❝❛❧❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ✈❡❝t♦r ✇✐t❤ ♥♦r♠
√
ρnc/G✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✷❪ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
♦♥ ✭✸✳✾✮ ✐♥ ❥✉st t❤❡ s❛♠❡ ✇❛② ❛s ❢♦r t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❉❙❙❙ ❜✉t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣s✱ ❤❡r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② G = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉✳
✸✽ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❚❛❜❧❡ ✸✳✹ ✕ ❈❤❛♥♥❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❉❡❞✐❝❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❯◆❇ • τ♠❛① ≪ Ts
❉❙❙❙ • Ts + τ♠❛① ≤ Tc
❈P✲❖❋❉▼ • τ♠❛① ≤ T❝♣
• NDFT∆f + T❝♣ ≤ Tc
▲♦❘❛ ❈❙❙ • Ts + τ♠❛① ≤ Tc
• τ♠❛① ≪ Ts/2
• n❙❋ ≫ 2
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❉✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
▼♦❞✉❧❛t✐♦♥
s❝❤❡♠❡
❉✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ Xk
❉✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ Hk
❉✐♠❡♥s✐♦♥
♦❢ Wk
❯◆❇ nc × 1 1× 1 nc × 1 gX = 1 nc = ⌊TcTs ⌋
❉❙❙❙ nc × 1 1×G nc ×G gX = 1√G nc = ⌊
Tc
Ts
⌋ G = ⌈ τ♠❛①T❝❤✐♣ + 0.5⌉
❈P✲❖❋❉▼ nc × 1 1× 1 nc × 1 gX = 1 nc = ⌊TcTs ⌋⌊ Bc∆f ⌋
▲♦❘❛ ❈❙❙ nc × 1 1×G nc ×G gX = 1√G nc = ⌊
Tc
Ts
⌋ G = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉
✸✳✸✳✷✳✺ ❙✉♠♠❛r②
■♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✹✱ ✇❡ s✉♠♠❛r✐③❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✳
◆♦t❡ t❤❛t T❝♣ ❞❡♥♦t❡s ❝②❝❧✐❝✲♣r❡✜① ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❈P✲❖❋❉▼✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
♦❢ ✐♥t❡r❡st ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s Zk = XkHk + Wk ✇❤❡r❡ Xk = gX ×
[s[knc], s[knc + 1], . . . , s[knc + nc − 1]]T ✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ Hk✱ Wk ❛♥❞
t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ gX ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♠♦♥❣ t❤❡s❡ s❝❤❡♠❡s✳ ❘❡❛❞❡rs ❝❛♥ ✜♥❞ t❤❡ s✉♠♠❛r②
♦❢ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✸✳✺✳
✸✳✸✳✸ ▲✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ❛ss❡ss♠❡♥t
❇❡❢♦r❡ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r ♠❡t❤♦❞ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❢✉❧
✐♥ ❛ss❡ss✐♥❣ t❤❡ ❧✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ s❤♦✇
q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② t❤❡ ❣❛♣ t❤❛t ♠❛② ❡①✐st ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ s②st❡♠ ❛♥❞ ✐ts
❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❧✐♠✐t ✐♥ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t ❝♦♥t❡①t✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✉s❡ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ♦✈❡r s✐♥❣❧❡✲❛♥t❡♥♥❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❛s ❛♥
❡①❛♠♣❧❡✳ ❙✐❣❢♦① ❯▲ r❛t❡ ✐s ✶✵✵❜❛✉❞ ❬✻✵❪✱ s♦ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ✶✵♠s✳ ❚❤❡
❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc ✐s s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✽✵♠s s♦ t❤❛t t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s❡ ♣❡r ❢❛❞✐♥❣
❜❧♦❝❦ ✐s ❛♥ ✐♥t❡❣❡r nc = Tc/Ts = 80♠s/10♠s = 8✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ Tc = 80♠s ✐s
r❡❛s♦♥❛❜❧② ❧♦♥❣ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛ t②♣✐❝❛❧ ❧♦✇ ♠♦❜✐❧✐t② s❝❡♥❛r✐♦ ♦❢ ❙✐❣❢♦①
✇✐t❤ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t fm = 1Tc
√
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16π = 5.2893❍③ ❬✼✹❪ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② v = 6.58❦♠✴❤ ✐❢ ✇❡
❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❊❯ ❜❛♥❞ ❝❛rr✐❡r fc = 868▼❍③✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♣❛②❧♦❛❞ ✐s ✶✷ ❜②t❡s t❤❛t ❛r❡ ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ✷✲s❡❝♦♥❞ ❢r❛♠❡ ✇❤✐❝❤ ✐s
r❡♣❡❛t❡❞ ✸ t✐♠❡s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ T ✐s ✻ s❡❝♦♥❞s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r
✸✳✸✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✸✾
♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐s l = T/Tc = 6s/80♠s = 75✳ ■♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ R∗(l = 75, nc = 8) ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✶✳
❚❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧②✲r❡q✉✐r❡❞ ❙◆❘✿ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ❢r❛♠❡ ❝♦♥t❛✐♥s t②♣✐❝❛❧❧② ✷✻ ❜②t❡s
❬✻✵❪ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ✶✷ ❜②t❡ ♣❛②❧♦❛❞✱ ♣r❡❛♠❜❧❡✱ ❞❡✈✐❝❡ ■❉✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ✐s
R =
26❜②t❡s
75❜❧♦❝❦s× 8❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s✴❜❧♦❝❦ = 0.3467 ❜✐ts✴❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶✱ t❤✐s r❛t❡ ❝❛♥ ❜❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② SNR ≥ 0❞❇
❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε ≤ 10−1✱ ❛♥❞ ❜② SNR ≥ 0.2❞❇ ❢♦r ♠❛①✐♠❛❧ ❡rr♦r
♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε = 10−3✳
Pr❛❝t✐❝❛❧ ❙◆❘ ♦✛❡r❡❞ ❜② ❙✐❣❢♦①✿ ◆♦✇✱ ✇❡ ❝❤❡❝❦ t❤❡ ❙◆❘ ❛t r❡❝❡✐✈❡r t❤❛t
❝❛♥ ❜❡ ✐♥❢❡rr❡❞ ❢r♦♠ ❙✐❣❢♦① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛t ❙✐❣❢♦① ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❝❛♥
❜❡ ❛s ❧♦✇ ❛s −142❞❇♠ ❬✼✺❪✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❢♦r♠✉❧❛ ✇✐t❤ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
B = 100❍③✱ t②♣✐❝❛❧ ♥♦✐s❡ ✜❣✉r❡ ✭t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ r❡❛❧✐st✐❝ r❡❝❡✐✈❡r✮ NF =
6❞❇✱ ❛♥t❡♥♥❛ ❣❛✐♥ G = 0❞❇✱
Sensitivity = −174❞❇♠+ 10 log10(B) + NF−G+ SNRmin
✇❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❙◆❘ t❤❛t ❛❧❧♦✇s ❞❡t❡❝t✐♦♥ ❛s SNRmin = 6❞❇✳ ◆♦t❡
t❤❛t ✐❢ ❛ r♦♦t✲r❛✐s❡❞✲❝♦s✐♥❡ ♣✉❧s❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
❝❛♥ ❣♦ ✉♣ t♦ B = 200❍③ ❢♦r t❤❡ r♦❧❧✲♦✛ ❢❛❝t♦r α = 1 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ SNRmin ≈ 3❞❇✳
■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡s❡ SNR✱ ❛♥❞ t❤❡ ❜❡st✲s❝❡♥❛r✐♦ s❡♥s✐t✐✈✐t② −142❞❇♠✱ ❝❛♥ t❤❡♦r❡t✲
✐❝❛❧❧② s✉♣♣♦rt t❤❡ ❯▲ r❛t❡ R = 0.3467 ❜✐ts ♣❡r ❝❤❛♥♥❡❧ ✉s❡ ♦❢ ❙✐❣❢♦①✳ ❲❡ ♦❜s❡r✈❡
✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ❛ 6❞❇ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❙✐❣❢♦① ❛♥❞ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❧✐♠✐t✳ ❚❤✐s ❣❛♣ ✐s ❧❛r❣❡ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛ ❣♦♦❞ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥ ❢♦r
t❤❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ✉s❡ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❋❊❈ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇ ❝♦st ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ✐♥
❙✐❣❢♦① ▲P❲❆◆✳
❚♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞✐✈❡rs✐t②✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✇❡ ♣❧♦t t❤❡ r❛t❡
❜♦✉♥❞s ♦❢ ❛ q✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ✻
s❡❝♦♥❞s ♦❢ ❙✐❣❢♦① tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚❤✐s s❡t✉♣ ✐s tr❛♥s❧❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦
l = 1 ❢♦r♠❡❞ ❜② nc = 600 ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ ❧❡ss ❞✐✈❡rs✐t② r❡❞✉❝❡s t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤✐s ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❣❛✐♥ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✹✳ ❲❡ ♥♦t❡ ❛❧s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t② ✐s ❤✉❣❡ ✐❢ t❤❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❝♦♥str❛✐♥t ✐s str✐❝t✱ ❡✳❣✳ ❢♦r ε = 10−3✳
✸✳✸✳✹ ▼♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
❚❤❡r❡ ❛r❡ s❡✈❡r❛❧ ❡✛♦rts ✐♥ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡rs ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t
s②st❡♠s✳
❈♦♠♣❛r❛t✐✈❡ s✉r✈❡② ❧✐❦❡ ❬✼✻✱ ✼✼✱ ✼✽❪ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ s②st❡♠s ✈✐❛ t❤❡✐r ❑P■ ✭❦❡② ♣❡r✲
❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥❞✐❝❛t♦r✮ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡✐r s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♦r ❜② ♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✳ ❙♣❡❝✐❢✲
✐❝❛❧❧②✱ ❬✼✻❪ ✐♥tr♦❞✉❝❡s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ✇✐r❡❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s s✉❝❤ ❛s ●P❘❙✱ ❙✐❣❢♦①✱
▲♦❘❛✱ ❡t❝✳ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ s❡♥s♦r ♠♦♥✐t♦r✐♥❣❀ ✇❤✐❧❡ ❬✼✼❪ ❢♦❝✉s
✹✵ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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UNB modulation SigFox configuration R*(l=75,n
c
=8, )
upper bound UNB 1e-3
lower bound UNB 1e-3
upper bound UNB 1e-1
lower bound UNB 1e-1
X 2
Y 0.5483
theoretical
SNR=0dB
R*= 0.35
theoretical
SNR=6dB
R*= 1.13
practical
SNR=6dB
R = 0.35
❋✐❣✉r❡ ✸✳✶ ✕ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc =
80♠s✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ T = 6s✳ ◆✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡ ♣❡r ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ nc = 8✱
♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s l = 75✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε = 10−1 ❛♥❞ ε = 10−3✳
❋✐❣✉r❡ ✸✳✷ ✕ ❙✐❣❢♦① ❯▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❢♦r q✉❛s✐✲❢❛❞✐♥❣ s❡t✉♣✳ ❈♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc =
80♠s✱ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t✐♠❡ T = 6s✳ ❇❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧✿ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡
♣❡r ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ nc = 8✱ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s l = 75✳ ◗✉❛s✐✲st❛t✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧✿
nc = 600, l = 1✳ ❊rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ε = 10−1 ❛♥❞ ε = 10−3✳
✸✳✸✳ ❆ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✹✶
♦♥ ▲♦❘❛ ❛♥❞ ◆❇✲■♦❚✳ P❛rt✐❝✉❧❛r❧②✱ t❤❡ ❝♦✈❡r❛❣❡ ♦❢ ❙✐❣❢♦①✱ ▲♦❘❛✱ ◆❇✲■♦❚ ❛♥❞ ●P❘❙
✐s t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ ♦❢ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✼✽❪✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❢♦❝✉s ♦♥ ♦♥❡ ❛s♣❡❝t ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❛♥❞ t♦ ❞❡r✐✈❡ ❛
♠♦❞❡❧ t♦ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❝♦♠♣❛r❡ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✹✾✱ ✼✾❪ ❛r❡
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❉✐✛❡r❡♥t❧②✱ t❤❡ ❛✉t❤♦rs ♦❢ ❬✽✵❪ ♣r♦♠♦t❡ ❚✉r❜♦✲
❋❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ ✐t t♦ ❚✉r❜♦✲❖❋❉▼ ❛♥❞ ❚✉r❜♦✲❙❈❋❉▼❆ s❝❤❡♠❡s✳
❖✉r ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛❧s♦ ❢♦❝✉s❡s ♦♥ t❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠s ✉s❡❞ ✐♥ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s✱ ❜✉t
✇❡ ✉s❡ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✮
❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳
✸✳✸✳✹✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ s❡t✉♣
❚❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ❜♦✉♥❞s ♦❢ t❤❡ s❡❧❡❝t❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚♦ ♠❛❦❡ ❛♥
❛♣♣❧❡s✲t♦✲❛♣♣❧❡s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ♣❤②s✐❝❛❧ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛♥❞ s♦♠❡ ✐❞❡♥t✐❝❛❧
s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s ✭s✉❝❤ ❛s s②♠❜♦❧ r❛t❡✮ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ s♣❡❝✐✜❡❞✳ ❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ❝❤♦♦s❡ t❤❡
❜❛s❡❧✐♥❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ❯◆❇ ❢♦r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆②q✉✐st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❯◆❇ ✐s Bs = 100❍③
❛♥❞ t❤✉s ✐ts s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s Ts = 1/100 = 10♠s✳ ❈❤♦♦s✐♥❣ ❛ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡
Tc = 80♠s ②✐❡❧❞s nc = Tc/Ts = 8 ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡s ♣❡r ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦
r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❢♦r ❛ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤♦✉t ♦r ✇✐t❤ ❧✐tt❧❡ ❉♦♣♣❧❡r s❤✐❢t✳ ❉❡❧❛② s♣r❡❛❞
✐s s❡t t♦ τ♠❛① = 5µs✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧ ❢♦r ✉r❜❛♥ r✐❝❤ s❝❛tt❡r✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❬✽✶❪✱
❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s t❤✉s Bc ≈ 1/2τ♠❛① = 100❦❍③✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ B = 500❦❍③ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✉s❡❞ ❜② ▲♦❘❛✳ ❆❧❧
❧✐♥❡❛r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s②st❡♠s✱ ✐✳❡✳ ❡①❝❡♣t ▲♦❘❛✱ ✉s❡ r♦♦t r❛✐s❡❞ ❝♦s✐♥❡ ✜❧t❡r ✇✐t❤ ❛ r♦❧❧✲
♦✛ ❢❛❝t♦r α = 0.8✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❛ ❯◆❇ ✐s B✉♥❜ = (1+α)Bs✳ ❚❤❡
♥✉♠❜❡r ♦❢ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❯◆❇ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ t❤❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B ✐s n✉♥❜ =
⌊ B(1+α)Bs ⌋✳ ❚❤❡ ◆②q✉✐st ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ♦❢ ❉❙❙❙ s②st❡♠ ✐s B1+α ✳
❉❙❙❙ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ♦♣❡r❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣
❢❛❝t♦r ♦❢ n❙❋ = ⌊ B1+α/Bs⌋✳ ❆s ❞❡t❛✐❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢
❝❤❛♥♥❡❧ t❛♣sG ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❢♦r ❉❙❙❙ ❛♥❞ ❈❙❙✳ ■♥❞❡❡❞✱ G❉❙❙❙ = ⌈τ♠❛①/T❝❤✐♣+0.5⌉ =
⌈τ♠❛① B1+α + 0.5⌉ = 2 ✇❤✐❧❡ G▲♦❘❛ = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉ = 3✳ ❋♦r ❈P✲❖❋❉▼✱ ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ❛s ❢♦r ❯◆❇✱ ✇❡ ❥✉st ♥❡❡❞ Bs = nsc∆f = 100❍③ ✇❤❡r❡
nsc ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜✲❝❛rr✐❡rs✳ ■❢ nsc > 1✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ∆f < Bs < Bc ❛♥❞
❈P✲❖❋❉▼ ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥ t❤✐s s❝❡♥❛r✐♦ ❛♥❞✱
t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❈P✲❖❋❉▼ ✐s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❡✈❡♥ ✐❢ nsc ✈❛r✐❡s✳
❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❞✉r❛t✐♦♥ T ✐s ❛r❜✐tr❛r✐❧② s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ✹✵✵♠s✱ ✐✳❡✳ ✺ t✐♠❡s t❤❡ ❝♦✲
❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ Tc = 80♠s✳ ❚❤✉s✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ ✐s l = 5 ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧✲✉s❡ ♣❡r ❜❧♦❝❦ ✐s nc = 8✳
✸✳✸✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts
❚❤❡ ❢♦✉r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❛ s✐♠♣❧❡ ❞♦✇♥❧✐♥❦ s❡t✉♣ ✇❤❡r❡
s❝❤❡❞✉❧✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥tr♦❧❧❡❞ ❜② ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✳ ▼✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ♠❡tr✐❝ ✐s s❡✲
❧❡❝t❡❞ ❛s t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♠❡tr✐❝✳
✹✷ ✸✳ ❆ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t P❍❨ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
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❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ✕ ▼✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❯♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ r❛t❡
❜♦✉♥❞s ❢♦r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ❛t ε = 10−3✳
❋♦r ❯◆❇✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ❛♥❞ ♥♦ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s❡rs ✐s
❛ss✉♠❡❞ ✺✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ✐s t❤❡♥ s✐♠♣❧② t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✉s❡r r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② ⌊ B(1+α)Bs ⌋ = 2777✳
❋♦r ❉❙❙❙✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ ❛ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❝♦❞❡ ❛♥❞ ❜② ❛ss✉♠✐♥❣ ✐❞❡❛❧ ❝r♦ss✲
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❝♦❞❡s✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ✐s t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✉s❡r r❛t❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② n❙❋ = ⌊B/(1+α)Bs ⌋ = 2777✳
❋♦r ❈P✲❖❋❉▼✱ ❡❛❝❤ ✉s❡r ✐s ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ s✉❜✲❝❛rr✐❡r ❛♥❞ t❤✉s ❜❡♥❡✜ts
❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❤❡r❡♥t s✐♥❝ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣✳ ❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❜❝❛rr✐❡rs ✐s N =
B/∆f ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❯◆❇ ♥❛rr♦✇❜❛♥❞s ✐s B/(1 + α)Bs✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠
r❛t❡ ♦❢ ❖❋❉▼ ✐s 1 + α = 1.8 t✐♠❡s t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❯◆❇✳
■♥ t❤❡ ▲♦❘❛ s②st❡♠✱ ✐❢ ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣ ❜② s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧
❬✻✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶❪ ❬✽✸❪✱ t❤❡ s✉♠ r❛t❡ ✐s s✐♠♣❧② t❤❡ ♣r♦❞✉❝t ♦❢ t❤❡ s✐♥❣❧❡✲✉s❡r r❛t❡ ❛♥❞
t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡rs✳ ❇② ❦❡❡♣✐♥❣ t❤❡ s②♠❜♦❧ r❛t❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✱ t❤❡ ❜❛♥❞✲
✇✐❞t❤ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❛ ✉s❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r✳ ❲✐t❤ t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦rs
Mi ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❬✻✷❪✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s ✉s❡rs ♦❢ ▲♦❘❛ ✐s
∑
i⌊ BMiBs(1+α)⌋ = 39✳
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲✉s❡r s✉♠ r❛t❡s ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳✸ ❢♦r ❛ t❛r❣❡t
♣❛❝❦❡t ❡rr♦r r❛t❡ ε = 10−3✳ ❈P✲❖❋❉▼ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ❤✐❣❤❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
r❛t❡ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ✐♥❤❡r❡♥t s✐♥❝ ♣✉❧s❡ s❤❛♣✐♥❣ ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝②✳
❚❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡ ♦❢ ❉❙❙❙ ✐s ❣r❡❛t❡r t❤❛♥ t❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❯◆❇ ✐♥ ❤✐❣❤ ❙◆❘✱ t❤❡
❞✐✈❡rs✐t② ❣❛✐♥ ♦❢ ❉❙❙❙ s✉r♣❛ss❡s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❙◆❘ ❧♦ss✳ ❚❤❡ ▲♦❘❛ s②st❡♠ ❤❛s t❤❡
❧♦✇❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ r❛t❡ ❥✉st ❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ ❛ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r t❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✈❛❧✉❡s
✺❚❤✐s r❡q✉✐r❡s ❝❡rt❛✐♥ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐s❤❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ ❚❈❳❖ ♦r
tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❞❡s✐❣♥ ♦❢ ❬✽✷❪✳
✸✳✹✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✹✸
✐♥ t❤❡ ▲♦❘❛ st❛♥❞❛r❞✳
✸✳✹ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ t❡❝❤♥✐❝❛❧ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ♦❢ ♣♦♣✉❧❛r s②st❡♠s
t❤❛t s✉♣♣♦rt s❤♦rt ❢r❛♠❡s✳ ❲❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧
❝r✐t❡r✐❛✳ ❋r♦♠ t❤✐s ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♠♦st❧② ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥
t❤❡✐r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡
✇❛✈❡❢♦r♠ ✐s ❜❡st s✉✐t❡❞ t♦ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ r❡t❛✐♥❡❞ t❤❡
❢♦✉r ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❯◆❇✱ ❈P✲❖❋❉▼✱ ❉❙❙❙ ❛♥❞ ❈❙❙✱ t♦
s✉❣❣❡st ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳❚❤❡♥ ✇❡ ❛ss❡ss t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ✇❤♦s❡ ❜♦✉♥❞s ❝❛♥
❜❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✹✷❪✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞
✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✉♥❞❡r r❡❛❧✐st✐❝ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
■♥ ♠✉❧t✐✲✉s❡r s❡t✉♣✱ ❈P✲❖❋❉▼ ✇❛s s❤♦✇♥ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ t❤❡ ❜❡st t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠
❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ✇❤✐❧❡ ❉❙❙❙ ❛♥❞ ❯◆❇ ❝♦♠❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐✲
✉s❡r s✉♠ r❛t❡ ♦❢ ▲♦❘❛ ❈❙❙ ✐s t❤❡ ✇♦rst ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐♠✐t❡❞ ❝❤♦✐❝❡ ❢♦r ♠✉❧t✐♣❧❡①✐♥❣
❢❛❝t♦rs s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② t❤❡ st❛♥❞❛r❞✳
❉✉❡ t♦ ♠❛♥② s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❛♥❞
❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❙❙ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛
✜rst ✐♥s✐❣❤t ♦♥ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❆s ❛
♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡✲t✐♠❡ ♠♦❞❡❧s ❝♦✉❧❞ ❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♦♥❡s✱ ❧✐❦❡
❡✳❣✳ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦♥ ✐❞❡❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ s❡q✉❡♥❝❡s✱ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡✱ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞
❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❡t❝✳
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▼♦❞❡r♥ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s tr❛♥s♠✐t ❞❛t❛ ✐♥ ♣❛❝❦❡ts✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝❛rr✐❡❞
♥♦t ♦♥❧② ♠❡❛♥✐♥❣❢✉❧ ❞❛t❛ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❡♥s✉r❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✲
✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳ ❲❡ s❤❛❧❧ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❢♦r♠❡r s✐♠♣❧② ❛s ❞❛t❛ ❛♥❞ t♦
t❤❡ ❧❛tt❡r ❛s ♠❡t❛✲❞❛t❛✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ s✉❝❤ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ❡✐t❤❡r ▼❆❈ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r
❧❛②❡r ❤❡❛❞❡rs ♦r P❍❨ ♦✈❡r❤❡❛❞s ✶✳ ❚r❛❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ❧❛r❣❡ ♣❛❝❦❡t s✐③❡ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ❝♦st
♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❡t❛✲❞❛t❛ t♦ ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛② ♥♦t ❤♦❧❞ ✇❤❡♥
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ✐s s♠❛❧❧✳
❆t t❤❡ P❍❨ ❧❛②❡r✱ t✇♦ ✐♠♣♦rt❛♥t s♦✉r❝❡s ♦❢ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❛r❡ ♣✐❧♦ts ✭❢♦r ❡✳❣✳ ❝❤❛♥♥❡❧
❡st✐♠❛t✐♦♥✮ ❛♥❞ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✭❋❙✮ ❤❡❛❞❡r✳ ■t ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐✲
❝❛❧❧② ❬✽✹❪ ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❛❧❧② ❬✽✺❪ t❤❛t ❥♦✐♥t ❝♦❞✐♥❣ ♦❢ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❛♥❞ ❞❛t❛ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
✶❆s t❤✐s t❤❡s✐s ❢♦❝✉s❡s ♦♥ ▼❆❈ ❛♥❞ P❍❨ ❧❛②❡rs✱ ✇❡ ✉s❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧② t❤❡ t✇♦ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡s
❢r❛♠❡ ❛♥❞ ♣❛❝❦❡t✳
✹✻ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✇❛② t♦ ♣r♦❝❡❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ♣✉r♣♦s❡s
❛♥❞ ♦♥❡✲❞❡s✐❣♥✲✜ts✲❛❧❧ ❤❛s ♥♦t ❜❡❡♥ ❢♦✉♥❞ ✭②❡t✮✱ ✇❡ st✐❝❦ t♦ t❤❡ ♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ s❡♣❛✲
r❛t❡❞ ♠❡t❛✲❞❛t❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛✐♠ t♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ q✉❡st✐♦♥ ♦❢ ❡✣❝✐❡♥t ♠❡t❛✲❞❛t❛
❞❡s✐❣♥ ✉♥❞❡r s❤♦rt t♦t❛❧ ♣❛❝❦❡t s✐③❡✳
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ♦r❣❛♥✐③❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❲❡ st❛rt ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ✇✐t❤ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
♦❢ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ♣✐❧♦ts ❛♥❞ ❋❙ st✉❞✐❡s ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✳ ❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
✐♥ ❋❙ ❛r❡ t❤❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❛r❡ ♣r♦✲
♣♦s❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ✜①❡❞ s✐③❡ ✇✐t❤
♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✲❡♠❜❡❞❞❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ✭❙❲✮✱ ❛s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞ ❡✳❣✳ ✐♥ ❞❡♥s❡
✇✐r❡❧❡ss ♥❡t✇♦r❦s ✇✐t❤ ♠❛♥② ✉s❡rs ♦r ✐♥ ❜r♦❛❞❝❛st ❝❤❛♥♥❡❧s ✇❤❡r❡ ❛ r❡❝❡✐✈❡r ♠❛②
❝♦♥♥❡❝t ❛♥②t✐♠❡✳ ❚❤✐s ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❣♦ t❤r♦✉❣❤ ❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss t❤❛t
✐♥❝❧✉❞❡s ❋❙✳ ◆♦t❡ t❤❛t ♦♥❝❡ ❋❙ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❝❛♥ s✐♠♣❧② ✐❣♥♦r❡ t❤❡
s✉❜s❡q✉❡♥t ❙❲ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ♥❡❡❞ t♦ s②♥❝❤r♦♥✐③❡ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♦♥ ❡❛❝❤
r❡❝❡✐✈❡❞ ♣❛❝❦❡t✳
❖✉r ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ✐s t❤r❡❡❢♦❧❞✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ♦♣t✐♠❛❧ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s✱
✇❡ ✜rst ❞❡r✐✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ ❋❙ ❢♦r t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
♠❡tr✐❝✱ ❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t str✉❝t✉r❡s ♦❢ ❢r❛♠❡✿ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ❛♥❞ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
❙❲✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝
❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ▼▲ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ❛♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✐ts ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ s✐♠✐❧❛r❧②✳
❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♠♦♥❣ t❤❡
❙❲ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ t❤❛t ♠✐♥✐♠✐③❡s t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✭❋❊P✮✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ❝♦♥❢r♦♥t✐♥❣ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s t♦ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣
s❡t✉♣✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛ r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❬✽✻❪✱ ❤♦✇❡✈❡r ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡tt✐♥❣ ✭❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✮✱ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✭❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣✮✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❬✽✻❪ ❛ss✉♠❡s ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❙❲ ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t r❡s✉❧ts ❛♣♣❧② t♦ ❛ ♠✉❝❤
❜r♦❛❞❡r ❙❲ ❝❧❛ss✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t ✇♦r❦ ❛♥❞ ❬✽✻❪ ❛r❡ t❤✉s ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r②✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❛♣❡r ❇✳ ❚❤❡ ♠♦st r❡❧❡✈❛♥t ♣❛rts
♦❢ P❛♣❡r ❈ ❛♥❞ P❛♣❡r ❉ ❛r❡ t❤❡ ❝♦♥t❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✹✳✷ Pr✐♦r ✇♦r❦ ♦♥ P❍❨ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡
❋❇▲ r❡❣✐♠❡
✹✳✷✳✶ P✐❧♦ts ❛♥❞ ❈❙■
❚❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ tr❛❞❡✲♦✛ ♦❢ ♣✐❧♦ts ❛♥❞ ❈❙■ ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡ ✐s ❛ ✇❡❧❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞
t♦♣✐❝ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ t❤❛t ✇❡ ✇✐❧❧ ❜r✐❡✢② r❡✈✐❡✇ ❤❡r❡❛❢t❡r✳
❚❤❡ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t s❡t✉♣✱ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♥♦ ♣✐❧♦ts ❛r❡ ✐♥s❡rt❡❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ ✉s✐♥❣
t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷ ✭s❡❡ ❬✹✷❪ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✮✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ❛ss✉♠❡s
❛ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ r❡❝❡✐✈❡r ✇❤✐❝❤ ❝❛❧❝✉❧❛t❡s t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② ❜❡✲
t✇❡❡♥ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ y ❛♥❞ M ❝♦❞❡✇♦r❞s xj t♦ s❡❧❡❝t ♠❡ss❛❣❡ Wˆ ✱
▼▲ ❞❡❝♦❞❡r✿ Wˆ = ❛r❣♠❛①1≤j≤M i(xj ;y)
✹✳✷✳ Pr✐♦r ✇♦r❦ ♦♥ P❍❨ ♦✈❡r❤❡❛❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡ ✹✼
✇❤❡r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t② i(x;y) = log
pY|X(y|x)
pY(y)
t❤❛t ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✉s✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧
tr❛♥s✐t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② pY|X(y | x) ❛s ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❡tr✐❝✳
❚♦ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ♣✐❧♦ts✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ t❤❡ ▼▲ ❞❡❝♦❞❡r ❜② ✐ts
❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♥❛♠❡❞ ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ❞❡❝♦❞❡r ❬✷✷✱ ✷✸❪✿
▼✐s♠❛t❝❤❡❞ ❞❡❝♦❞❡r✿ Wˆ = ❛r❣♠❛①1≤j≤Mq(xj ;y)
✇❤❡r❡ q(x,y)✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❡❞ ♥♦t ❜❡ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❧✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ♠❡tr✐❝✱ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❤♦✇
t❤❡ ♣✐❧♦ts ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r ❝❤❛♥♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡q✉❛❧✐③❛t✐♦♥✳ ❯s✐♥❣ q(x,y) r❡s✉❧ts
✐♥ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❖♥❡ ♦❢ s✉❝❤ ❜♦✉♥❞s ✐s
♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❘❈❯s ❜♦✉♥❞✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶ ✭♣❛r❛♠❡t❡r✲s ❘❛♥❞♦♠✲❈♦❞✐♥❣✲❯♥✐♦♥ ✭❘❈❯s✮ ❬✷✷✱ ❚❤❡♦r❡♠ ✶❪ ❬✷✸✱
❚❤❡♦r❡♠ ✶❪✮✳ ❋♦r ❛♥② ✐♥♣✉t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ PX ♦♥ A = An✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ (n,M, ε)❛✈❣
❝♦❞❡ ✇✐t❤ q(x,y) ♠❛①✐♠✉♠✲♠❡tr✐❝ ❞❡❝♦❞❡r t❤❛t s❛t✐s✜❡s
ε ≤ RCU , E [min{1, (M − 1)Pr{q(X¯,Y) ≥ q(X,Y) | X,Y}}]
≤ RCUs , inf
s≥0
E
[
e−(is(X;Y)−log(M−1))
+
]
✇❤❡r❡ s ✐s ♥♦♥✲♥❡❣❛t✐✈❡ s❝❛❧❛r ♥✉♠❜❡r✱ ❛♥❞ is(x;y) , log
q(x,y)s
E[q(X,y)s] ✐s ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡♥s✐t②✳
❲❡ ♥♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❘❈❯s ✐s ❧❡ss t✐❣❤t t❤❛♥ t❤❡ ❘❈❯ ✭✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥✲
❞❡❡❞ t❤❡ t✐❣❤t❡st ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ❦♥♦✇♥ t✐❧❧ t❤✐s ❞❛t❡✮✱ t❤❡ ❘❈❯s ✐s ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②
❝♦♠♣✉t❛❜❧❡✳
❯s✐♥❣ t❤✐s ♠✐s♠❛t❝❤❡❞ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❢r❛♠❡✇♦r❦✱ t❤❡ ❧♦ss ♦❢ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡
✐♥❝✉rr❡❞ ❜② ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣✐❧♦ts ❤❛s ❜❡❡♥ ❛ss❡ss❡❞ ✐♥ ❬✹✵❪ ❢♦r t❤❡ ✇✐❞❡❧② ✉s❡❞ ❘✐❝✐❛♥
❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ▼❛①✐♠✉♠ ▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❡st✐♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞✱
❛♥❞ t❤❡♥ t❤❡ ❡q✉❛❧✐③❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞❡❝♦❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥❡❛r❡st ♥❡✐❣❤❜♦r r✉❧❡✱ ✐✳❡✳ t❤❡
r❡❝❡✐✈❡r ❝♦♥s✐❞❡rs t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❛s ♣❡r❢❡❝t✳ ❚❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ r❡s✉❧t ✐s t❤❛t
❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❘❈❯s ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶
❤❛s ❜❡❡♥ ❞❡r✐✈❡❞ ❢♦r s✉❝❤ r❡❝❡✐✈❡rs✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t
❜♦✉♥❞s r❡✈❡❛❧s t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥s❡rt✐♥❣ ♣✐❧♦ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s ✐s
✉♥❦♥♦✇♥ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ♣✐❧♦t ❛ss✐st❡❞ s❝❤❡♠❡✳
✹✳✷✳✷ ❋r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❡❛❞❡r
❆♥♦t❤❡r r❡❧❡✈❛♥t P❍❨ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐s ❋❙ ❤❡❛❞❡r✳ ❚❤✐s t②♣❡ ♦❢ ♠❡t❛✲❞❛t❛ ✐s ❡s♣❡❝✐❛❧❧②
❝r✐t✐❝❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ s✉❝❝❡ss❢✉❧ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡q✉✐r❡❞ ♣r✐♦r t♦ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥
♦r❞❡r t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ♣r♦♠✐s❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❈❤❛♣t❡r ✷✳ ❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ♥♦♥✲❞❛t❛✲❛✐❞❡❞ ❋❙ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦❞❡❞ ❞❛t❛ ❬✽✼❪✱ ❜✉t
t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦st ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤✐❣❤✳ ❚❤❡ ✉s✉❛❧✱ ♣r❡❢❡rr❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛❞❞ ❛
❦♥♦✇♥ ♣r❡❛♠❜❧❡ ♦r ❙❲ t♦ t❤❡ ♣❛❝❦❡t✱ ❛♥❞ t♦ s❡❛r❝❤ ❢♦r ✐t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧✳
❙❲ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s②♠❜♦❧s ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ ❢r❛♠❡
❤❡❛❞❡r ❬✽✽❪✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s ✜①❡❞✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛ ❤❡❛❞❡r ❢♦r ❋❙ r❡❞✉❝❡s
✹✽ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶ ✕ ✭❛✮ ❇✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ✭❜✮ ❈♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳
❜♦t❤ t❤❡ s♣❡❝tr❛❧ ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❞✐♥❣ ❧❡♥❣t❤✳ ❈♦♥✈❡rs❡❧②✱ r❡❞✉❝✐♥❣ t❤❡ ❋❙
❧❡♥❣t❤ ✇✐❧❧ ❧♦✇❡r t❤❡ ❋❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳ ❍❡♥❝❡✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ tr❛❞❡✲♦✛ t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ❝❤❛♥❝❡ ♦❢ r❡❝❡✐✈✐♥❣ ❛ ❢r❛♠❡ ✇✐t❤♦✉t ❡rr♦rs✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞✴♦r ♠❛ss✐✈❡ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t②✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ❝❛♥
❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❛ ♠❛①✐♠❛❧ ❋❙ ❧❡♥❣t❤ ✭✐✳❡✳ t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ t❤❡ ❡♥t✐r❡ ❢r❛♠❡✮
❜② s✉♣❡r✐♠♣♦s✐♥❣ ❙❲ t♦ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❬✽✾❪✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ t❤❡
♣♦✇❡r ♦❢ ❋❙ s②♠❜♦❧s✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❙❲✱ ✇❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥ ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥✲
t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❋♦r t❤❡ ❢♦r♠❡r✱ ❛ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥t ❋❙
❛♣♣r♦❛❝❤ r❡❧✐❡s ♦♥ ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ❛s ✐♥ ❬✾✵✱ ✾✶❪ ✇❤❡r❡ ❜✐♥❛r② ♦r M ✲P❙❑
s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✳ ❖♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❙ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✻❪✳
❋♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ ❙❲ ✐s ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✲❡♠❜❡❞❞❡❞ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❤✐❧❡ ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ✐s st✐❧❧ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❧✐❤♦♦❞ ✭▼▲✮ ❋❙ ❛♥❞ r❡❧❛t❡❞ ♠❡t❤♦❞s t❤❛t t❡st ❛❧❧ ♣♦ss✐✲
❜❧❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♦✈❡r ♦♥❡ ♣❡r✐♦❞ ❞✉r❛t✐♦♥ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡ t❛r❣❡t
♠❡tr✐❝✳ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❙❲ ✐s ♦❢t❡♥ ✉s❡❞ ❢♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♠❡tr✐❝ ❢♦r ❆❲●◆ ❜✐♥❛r② s✐❣♥❛❧✐♥❣ ❛♥❞ ✐ts ❛♥❛❧②s✐s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✽✽❪✳
▼▲ ♠❡tr✐❝s ❢♦r M ✲❛r② ❝♦❤❡r❡♥t ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t s✐❣♥❛❧✐♥❣ ✐♥ ❆❲●◆ ❛♥❞ ❘❛②❧❡✐❣❤
❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✾✷❪ ❛♥❞ ❬✾✸❪✳
❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❋❙ ❞❡s✐❣♥ ❢♦r t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡ ✐s t❤❡ ♠❛✐♥ s✉❜❥❡❝t ♦❢ t❤❡ ♥❡①t
s❡❝t✐♦♥s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ❝❛s❡s ♦❢ ❙❲ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ❛♥❞ ♦❢ ❙❲ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸ ❛♥❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
♦❢ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✐s ✜♥❛❧❧② ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✺✳
✹✳✸ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s
✹✳✸✳✶ ❈❙❲ str✉❝t✉r❡
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♦❢ s✉❝❝❡ss✐✈❡ ❢r❛♠❡s ✇❤❡r❡ ❡❛❝❤ ❢r❛♠❡ X
❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ✜①❡❞ ❙❲ s ∈ Cm ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡✇♦r❞ C ∈ Cn ❢♦r ❛ ✜①❡❞
t♦t❛❧ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = m+ n s②♠❜♦❧s✳ ❆s ✐♥ ❬✽✽❪ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t m < N/2✳
❚❤❡ ❙❲ ❤❛s ♣♦✇❡r ‖s‖2 = mρs ✇❤❡r❡ ρs ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♣❡r ❙❲
s②♠❜♦❧✳
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✹✾
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ ✕ ❋r❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ (j − 1)✲t❤ ❢r❛♠❡ ❛♥❞ t❤❡ j✲t❤ ❢r❛♠❡ ❢♦r ✭❛✮
❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✭❈❙❲✮✱ ❛♥❞ ✭❜✮ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✭❙❙❲✮✿ t❤❡ ❢r❛♠❡ ❜❡❣✐♥s ❛t
♣♦s✐t✐♦♥ τ = µ ✐♥ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y ❛t r❡❝❡✐✈❡r✳
❚❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s C ❤❛✈❡ r❛t❡ R = k/n ❜✐ts✴s②♠❜♦❧ ❛♥❞ ❝♦♥st❛♥t ♣♦✇❡r ‖C‖2 =
nρc✱ ✇✐t❤ ρc t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♣♦✇❡r ♣❡r ❝♦❞❡ s②♠❜♦❧✳ ❆ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❢r❛♠❡ ❤❛s t❤✉s
t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ‖X‖2 = Nρt = mρs + nρc✳ ❲❡ ❢✉rt❤❡r ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s
❛r❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s
√
nρc ✭s❤❡❧❧ ❝♦❞❡s✮✳
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ ❙❤❛♥♥♦♥✬s ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ♣r♦♦❢ ♦❢ t❤❡ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧
❝❛♣❛❝✐t② t❤❡♦r❡♠ ❡st❛❜❧✐s❤✐♥❣ t❤❛t ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❞❡s ❢♦r ❝♦♠♣❧❡① ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥
t❤❡ ❛s②♠♣t♦t✐❝ r❡❣✐♠❡ ❝♦♥s✐st ♦❢ ❞❡♥s❡ ♣❛❝❦✐♥❣ ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♣♦✐♥ts ✇✐t❤✐♥ ❛ s♣❤❡r❡ ♦❢
C
n✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t t♦ ❞❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♦♣t✐♠❛❧ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤
❝♦❞❡s ♦♥ t❤❡ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❦♥♦✇♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ s❤❡❧❧ ❝♦❞❡s
❤❛s s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♥♦t ♦♥❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦r ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✇✐t❤
❛s②♠♣t♦t✐❝ ❝❛♣❛❝✐t② r❡s✉❧ts ❛s t❤❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐t② t♦
❝♦♠♣❛r❡ t♦ ♦t❤❡r s✐♠✐❧❛r ♦r r❡❧❛t❡❞ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ❛♥❛❧②s✐s r❡♣♦rt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱
♠♦st ♦❢ t❤❡♠ r❡❧②✐♥❣ ♦♥ s✐♠✐❧❛r ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✼✱ ✽✱ ✽✻❪✳
❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❛tt❡♠♣ts t♦ st❛rt r❡❝❡✐✈✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❛t❛ str❡❛♠ ❛s ✐♥ ❋✐❣✲
✉r❡ ✹✳✷ t❤❛t N s✉❝❝❡ss✐✈❡ s②♠❜♦❧s ❛r❡ st♦r❡❞ t♦ ❢♦r♠ t❤❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ Y✳ ▲❡t
0 ≤ µ < N ❞❡♥♦t❡ t❤❡ st❛rt ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡ ✇✐t❤✐♥ Y✳ ❚❤❡ r❡✲
❝❡✐✈❡ ❜✉✛❡r ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❧❛st µ s②♠❜♦❧s ♦❢ ♣r❡✈✐♦✉s ❢r❛♠❡ Xj−1 ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② t❤❡ ✜rst
N − µ s②♠❜♦❧s ♦❢ ❝✉rr❡♥t ❢r❛♠❡ Xj ✳ ❲❡ ❤❛✈❡
Y = [Xj−1L(µ);X
j
F(N−µ)] +W ✭✹✳✶✮
✇✐t❤ W ∼ CN (0, IN )✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❞❞✐t✐✈❡ ♥♦✐s❡ ❤❛s ✉♥✐t ✈❛r✐❛♥❝❡ ♣❡r ❝♦♠♣❧❡①
❝♦♦r❞✐♥❛t❡✱ ✇❡ ❝❛♥ t❤✐♥❦ ♦❢ ρt ❛s t❤❡ r❡❝❡✐✈❡ ❙◆❘✳
✹✳✸✳✷ Pr♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t
❆ ❢r❛♠❡ ✐s r❡❝❡✐✈❡❞ ❝♦rr❡❝t❧② ✇❤❡♥❡✈❡r ✐t ✐s ❞❡❝♦❞❡❞ ✇✐t❤♦✉t ❡rr♦rs✳ ◆❡❣❧❡❝t✐♥❣
t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② t❤❛t ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♠❛② s✉❝❝❡❡❞ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ❛♥ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ P❊ ♦♥ t❤❡ ❋❊P ❛❢t❡r ❞❡❝♦❞✐♥❣ r❡❛❞s✿
P❊ = 1− (1− Pf (m, ρs, n, ρc)) (1− Pd(n,R, ρc)) , ✭✹✳✷✮
✺✵ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
✇❤❡r❡ Pf (m, ρs, n, ρc) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛t ❛ ♣♦s✐t✐♦♥
τ 6= µ✱ ❛♥❞ Pd(n,R, ρc) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r ❝♦♥❞✐t✐♦♥❡❞ t♦ ❛
s✉❝❝❡ss❢✉❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ❛ ❝♦❞❡ ♦❢ r❛t❡ R ❛♥❞ ❧❡♥❣t❤ n ❛t ❙◆❘ ρc✳ ◆♦t❡ t❤❛t
❢♦r ♠♦st ♣r❛❝t✐❝❛❧ ❝♦❞❡s ❛♥❞ ❞❡❝♦❞❡rs t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦rr❡❝t ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❡rr♦r ✐s ✈❡r② s♠❛❧❧✳ ❍❡♥❝❡✱ P❊ ❛s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦
❜❡ ❛ ❝❧♦s❡ ❡st✐♠❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝t✉❛❧ ❋❊P✳
❲❡ ♦♣❡r❛t❡ ❛t ✜①❡❞ ❢r❛♠❡ s✐③❡ N ❛♥❞ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ P❊ t♦ ❜❡ ❛s s♠❛❧❧ ❛s ♣♦ss✐✲
❜❧❡✳ ❈❧❡❛r❧②✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❙❲ ♣♦✇❡r ‖s‖2 ❡✐t❤❡r ❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m ❛t ✜①❡❞
tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ρs = ρc ❢♦r ❛❧❧ ❢r❛♠❡ s②♠❜♦❧s✱ t❤❡r❡❜② r❡❞✉❝✐♥❣ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ n✱ ♦r ❜②
❜♦♦st✐♥❣ t❤❡ ♣♦✇❡r ρs ♦❢ ❙❲ s②♠❜♦❧s ❛t ✜①❡❞ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m ❛♥❞ t♦t❛❧ ❢r❛♠❡ ♣♦✇❡r
‖X‖2 ❛t t❤❡ ❝♦st ♦❢ r❡❞✉❝❡❞ ♣♦✇❡r ρc ♣❡r ❝♦❞❡ s②♠❜♦❧✱ ✇✐❧❧ ❝♦♥tr✐❜✉t❡ t♦ ✐♠♣r♦✈✐♥❣
Pf ✇❤✐❧❡ ✇♦rs❡♥✐♥❣ ❛t t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ Pd ❜② ♠❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞s ♠♦r❡ ✈✉❧♥❡r❛❜❧❡
t♦ ♥♦✐s❡✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ❛r✐s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✭r❡✲
❧✐❛❜✐❧✐t②✮ ❛♥❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✐♥ t❤❡ s❤♦rt ❜❧♦❝❦✲❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡ ❛t ✜①❡❞
❢r❛♠❡ s✐③❡ N ❛♥❞ ✜①❡❞ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ‖X‖2✱ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❣❡♥❡r✐❝ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠
βˆ = argmin
0≤β≤1
P❊ ✭✹✳✸✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ β , ‖s‖2/‖X‖2✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ ❜♦t❤ ❈❙❲
❛♥❞ ❙❙❲ str✉❝t✉r❡s✳ ❙♦❧✈✐♥❣ ✭✹✳✸✮ r❡q✉✐r❡s ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Pf ❛♥❞ Pd✳ ❋♦r
t❤❡ ❧❛tt❡r ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✻✳✶✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ t✐❣❤t ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞
♦♥ t❤❡ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ❜② ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❆❲●◆ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧
❝♦❞❡✴❞❡❝♦❞❡r ♣❛✐r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐s ❞♦♥❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s❛❞❞❧❡✲♣♦✐♥t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✽❪✳ ❚❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pf ✐s
t❤❡ s✉❜❥❡❝t ♦❢ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥s✳
✹✳✸✳✸ ❯♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
●✐✈❡♥ ❛ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r y✱ ❋❙ ❢♦r ♣❡r✐♦❞✐❝❛❧❧②✲❡♠❜❡❞❞❡❞ ❙❲ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ ❛
♠❡tr✐❝ f(y, τ) ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ❙❲ ❧♦❝❛t✐♦♥ 0 ≤ τ < N ✱ ❛♥❞ s❡❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❝❛♥❞✐❞❛t❡
♣♦s✐t✐♦♥ τˆ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st s❝♦r❡ τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
f(y, τ)✳
❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧✐t② ❝r✐t❡r✐♦♥ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝s f(y, τ) ♠❛② ❛r✐s❡✳ ❋❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Pf = Pr {τˆ 6= µ} = Pr


⋃
τ 6=µ
[f(Y, µ) ≤ f(Y, τ)]

 ✭✹✳✹✮
❚❤❡ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ Pf ✐s ✉s✉❛❧❧② ❤❛r❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❡✈❡♥ts [f(Y, µ) ≤ f(Y, τ)] ❛r❡
❣❡♥❡r❛❧❧② ♥♦t ❞✐s❥♦✐♥t✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛♥❞ ✉♣♣❡r✲
❜♦✉♥❞ Pf ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❜②
Pf ≤ Pf,u ,
∑
τ 6=µ
Pe(τ) ✭✹✳✺✮
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✺✶
✇❤❡r❡ Pe(τ) , Pr {f(Y, µ) ≤ f(Y, τ)}✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ P❊ ✐s ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② P❊✱✉
P❊✱✉ = 1− (1− Pf,u) (1− Pd) ✭✹✳✻✮
❖✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✐s t♦ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ✈❛❧✉❡s β ✐♥ ✭✹✳✸✮ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ P❊✱✉ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡
t♦ t❤♦s❡ ❢♦✉♥❞ ❜② ✉s✐♥❣ P❊✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ❧❡❢t ✇✐t❤ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣❛✐r✇✐s❡ ❡rr♦r ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② Pe(τ)✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✜rst ❝❛rr② ♦✉t t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧
②❡t s✐♠♣❧❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥ ✐♠♣r♦✈❡❞ ♠❡tr✐❝ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠
▼▲ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s✳
✹✳✸✳✹ ❋❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝
✹✳✸✳✹✳✶ ❈♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r
❆ ❝♦♠♠♦♥ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♣r❛❝t✐❝❡ ❢♦r ❋❙ ✐s t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r t❤❡ ♣♦s✐t✐♦♥ t❤❛t ♠❛①✐♠✐③❡s t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ❙❲✳ ❆ss✉♠✐♥❣ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r
✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❬✾✹✱ ❈❤✳✸✱ ♣✳✻✾❪✿
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
Re
{
sHyτ :(m)
}
, ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
f❈(y, τ) ✭✹✳✼✮
❍❡r❡ ❝✐r❝✉❧❛r ✐♥❞❡①✐♥❣ ✇✐t❤✐♥ r❡❝❡✐✈❡ ❜✉✛❡r ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ s❝❛❧❛r
♣r♦❞✉❝t sHyτ :(m)✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❛ s❧✐❣❤t❧② ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ❛r✐s❡s ✐♥ t❤❡
♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❬✾✹✱ ❈❤✳✸✱ ♣✳✼✵❪✳ ❚❤✐s ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦ ✇✐❧❧
❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✹✳✷✳
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ Pe(τ) ❢♦r f❈(y, τ) r❡q✉✐r❡s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
♦❢ f❈(Y, µ) ❛♥❞ f❈(Y, τ) ❢♦r τ 6= µ✳ ❚✇♦ ❝❛s❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ t✇♦ ♠❡tr✐❝s ♦✈❡r❧❛♣✳ ❋♦r |τ − µ| ≥ m ❛♥❞
♣r♦✈✐❞❡❞ m < N/2✱ t❤❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s f❈(Y, µ) ❛♥❞ f❈(Y, τ) ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠
❞✐st✐♥❝t r❡❝❡✐✈❡❞ s②♠❜♦❧s✱ t❤✉s ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❢♦r |τ − µ| < m✱
t❤❡ t✇♦ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦✈❡r❧❛♣ ♦♥ m− |τ − µ| ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❤♦❧❞s✳ ▲❡t Pe,✉♣(τ) , Pe(τ) ✇❤❡♥ |τ − µ| ≥ m ❛♥❞ Pe,❧♦(τ) ,
Pe(τ) ✇❤❡♥ |τ − µ| < m✱
Pf,u = (N − 2m+ 1)Pe,✉♣(τ) +
∑
|τ−µ|<m;τ 6=µ
Pe,❧♦(τ) ✭✹✳✽✮
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ Pf,u r❡q✉✐r❡s t❤❡ ♠❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞
C✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♣r♦✈✐❞❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✭▼❛r❣✐♥❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ C✮✳ ▲❡t C ∈ Cn
❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s
√
nρc✱ t❤❡♥ t❤❡
r❡❛❧ ❛♥❞ ✐♠❛❣✐♥❛r② ♣❛rts ♦❢ t❤❡ j✲t❤ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ ❤❛✈❡ P❉❋ pCRej
(z) = pCImj
(z) =
1√
nρcB(n− 12 , 12 )
(
1− z2nρc
)n− 3
2
✇✐t❤ B(x, y) t❤❡ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳
✺✷ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
Pr♦♦❢✳ CRej =
√
nρcUk/
√∑2n−1
i=0 U
2
i ✇❤❡r❡ Ui ∼ N (0, 1) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ❛♥❞ k =
2j✳ ◆♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ CRej ✐s s②♠♠❡tr✐❝✱ ❤❡♥❝❡ ✇❡ ♦♥❧② ♥❡❡❞ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r
t❤❡ ❝❛s❡ z < 0✳ ❇② s♦♠❡ ❛❧❣❡❜r❛✐❝ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤
FCRej
(z) =
1
2
Pr
{
U2k∑
i 6=k U
2
i
≥ z
2
nρc − z2
}
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ ❛♥ ❋✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛r✐s✐♥❣ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♥♦♥✲
❝❡♥tr❛❧ ❝❤✐✲sq✉❛r❡ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ 
▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✭◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s✮✳ ❆s n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ CRej ✐s
✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② N
(
0, ρc
n
2n−3
)
✳
Pr♦♦❢✳ ❚❤❡ P❉❋ ♦❢ U =
√
2n−3
nρc
CRej ❤❛s t❤❡ ❢♦r♠
pU (u) = A1(n)
(
1− u2/(2n− 3))(2n−3)/2
✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② A2(n)e−u
2/2 ❛s n ✐♥❝r❡❛s❡s✱ A1(n) ❛♥❞ A2(n) ❜❡✐♥❣
t✇♦ P❉❋✲♥♦r♠❛❧✐③✐♥❣ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ U ∼ N (0, 1) ❛♥❞ CRej ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t❡❞ ❜② N
(
0, ρc
n
2n−3
)
✳ 
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①t❡♥s✐✈❡❧② ✉s❡❞ ❤❡r❡❛❢t❡r✱ ✇❡
❛ss❡ss ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡❧② t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸ t❤❡ q✉❛♥t✐❧❡✲q✉❛♥t✐❧❡ ♣❧♦ts ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶ ✈❡rs✉s t❤❛t ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ❢♦r n ❛s s♠❛❧❧
❛s ✷✺✻✱ ✻✹✱ ♦r ❡✈❡♥ ✸✷✳ ■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✐s
❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❡✈❡♥ ❢♦r s✉❝❤ s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts✳
❲❡ ❛❧s♦ ✐❧❧✉str❛t❡ ♦♥ ❋✐❣✳ ✹✳✺ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② Pe(τ) = Pr {fC(Y, µ) ≤ fC(Y, τ)}
♦❢ ❞❡❝✐❞✐♥❣ ✐♥ ❢❛✈♦r ♦❢ ❛♥ ✐♥❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ τ 6= µ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜✉✛❡r✱ µ
❜❡✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❝t ❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❙❲✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ❢♦r ❛ t♦t❛❧ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤
N = 102 ❛♥❞ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m = 11✱ ❛♥❞ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳ ❆ ✈❡r② ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞✳
❲❡ ❛r❡ ♥♦✇ ♣r❡♣❛r❡❞ t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ Pe,❧♦(τ) ❛♥❞ Pe,✉♣(τ)✳ ❲❡ ✜rst ♣r❡s❡♥t t❤❡✐r
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡♥ ✇❡ s❤♦✇ t❤❡✐r ❝♦♠♣✉t❛❜❧❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥s t♦
❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝②✳ ❲❡ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✱ ✐s ♦✉r ❢❛✈♦r✐t❡ ❝❤♦✐❝❡✳ ■♥ ❢❛❝t✱ ♦✉r ♣r✐♠❛r② ❣♦❛❧ ✐s t♦
❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛ t❤❛t ❛r✐s❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❋❙ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣
✐♥ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ ②❡t ❛❝❝✉r❛t❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢❛❝✐❧✐t❛t❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥
❤❡❛❞❡r ❞❡s✐❣♥✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ❜❡ ✈❡r② t✐❣❤t✳ ❚❤❡s❡ ❛r❡
t❤❡ ♣r✐♠❛r② r❡❛s♦♥s ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s r❛t❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ ❜♦✉♥❞s ❢♦r t❤❡ r❡♠❛✐♥s ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳
• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Pe,✉♣(τ)✿
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❋✐❣✉r❡ ✹✳✹ ✕ Pr♦❜❛❜✐❧✐t②✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♣❧♦ts ♦❢ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ♦❢ ❛ ❝♦❞❡✇♦r❞
✈❡rs✉s t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤
n ❛t ❙◆❘❂✵❞❇✳
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Monte-Carlo simulation correlation rule
Analytic result using Lemma
❋✐❣✉r❡ ✹✳✺ ✕ ❈❙❲✳ Pr♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❡rr♦♥❡♦✉s ❋❙ ❞❡❝✐s✐♦♥ τ 6= µ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ τ ✳ ❋r❛♠❡
❧❡♥❣t❤ N = 102✱ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m = 11✱ ❡q✉❛❧ ❙❲✲❞❛t❛ ♣♦✇❡r✱ ❙◆❘ = 0❞❇✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡
t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✭r❡❞ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ t♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭❜❧✉❡ s♦❧✐❞ ❧✐♥❡✮✳
❋♦r |τ − µ| ≥ m✱ fC(Y, τ) = Re
{
sH(Cτ :(m) +Wτ :(m))
}
✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s
♦❢ ❜♦t❤C ❛♥❞W ❛r❡ ✐s♦tr♦♣✐❝ ✐♥ s♣❛❝❡✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ fC(Y, τ) ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞
✉♣♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ s ❜✉t ♦♥❧② ✉♣♦♥ ✐ts ℓ2✲♥♦r♠ ‖s‖✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❝❤♦♦s❡
s = s0 , [‖s‖, 0, ..., 0]T s♦ t❤❛t fC(Y, τ) d= ‖s‖
(
Re
{
CF(1)
}
+Re
{
WF(1)
})
✱ ❢r♦♠
✇❤✐❝❤ ✇❡ ♠❛② ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ❡①❛❝t ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ fC(Y, τ) ✉s✐♥❣ t❤❡ P❉❋ ♦❢ Re
{
CF(1)
}
❣✐✈❡♥ ❜② ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ♦r ✐♥✈♦❦❡ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ t♦
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ fC(Y, τ) ❜② N
(
0,
(
1
2 + ρc
n
2n−3
)
‖s‖2
)
✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ r❡t❛✐♥❡❞ ❤❡r❡✳
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ fC(Y, µ) = Re
{
sH(s+Wµ:(m))
} ∼ N (‖s‖2, 12‖s‖2)✳ ❚❤❡ ✐♥❞❡♣❡♥✲
❞❡♥❝❡ ♦❢ fC(Y, µ) ❛♥❞ fC(Y, τ) ✜♥❛❧❧② ❣✐✈❡s Pe,✉♣(τ) ≈ Q
(
‖s‖/
√
1 + ρc
n
2n−3
)
✳
• ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ Pe,❧♦(τ)✿
❈♦♥s✐❞❡r ✜rst t❤❡ ❝❛s❡ 0 < τ −µ < m✳ ▲❡tW1 =Wµ:(τ−µ)✱ W2 =Wτ :(m−τ+µ)
❛♥❞ W3 = Wµ+m:(τ−µ)✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ ❞❡✜♥❡ s11 = sF(τ−µ)✱ s12 = sL(m−τ+µ)✱ s22 =
sF(m−τ+µ) ❛♥❞ s23 = sL(τ−µ)✳
❇r❡❛❦ ❞♦✇♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♠❡tr✐❝ ∆f , fC(Y, µ) − fC(Y, τ) ✐♥t♦ t❤❡ s✉♠ ♦❢
✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
∆f = ❘❡{‖s‖2 − sH22s12 − sH23CF(τ−µ) + sH11W1 + (s12 − s22)HW2 − sH23W3} ✭✹✳✾✮
■♥✈♦❦✐♥❣ ❛❣❛✐♥ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ∆f ∼ N
(
ν1, σ
2
1
)
✇✐t❤ ν1 = ‖s‖2 −
Re{sHF(m−τ+µ)sL(m−τ+µ)} ❛♥❞ σ21 = ν1 +
∥∥sL(τ−µ)∥∥2ρc n2n−3 ✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ Pe,❧♦(τ) ≈
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✺✺
Q(ν1/σ1) ❢♦❧❧♦✇s✳
❆ s✐♠✐❧❛r r❡❛s♦♥✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ −m < τ − µ < 0 ❧❡❛❞s t♦ ∆f ∼ N
(
ν2, σ
2
2
)
✇✐t❤ ν2 = ‖s‖2−Re{sHL(m−µ+τ)sF(m−µ+τ)} ❛♥❞ σ22 = ν2+
∥∥sF(µ−τ)∥∥2ρc n2n−3 ✱ ❤❡♥❝❡
Pe,❧♦(τ) ≈ Q(ν2/σ2)✳
◆♦t❡ t❤❛t ✉♥❧✐❦❡ Pe,✉♣(τ)✱ Pe,❧♦(τ) ❞❡♣❡♥❞s ✉♣♦♥ t❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ❙❲ s ✉♥❞❡r
❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳
• ❊①❛❝t ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pe,✉♣(τ) ❛♥❞ Pe,❧♦(τ)✿
❲❡ s❤❛❧❧ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ Pf,u ✉s✐♥❣ ▲❡♠♠❛ ✹✳✸✳✷ ✐s ✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t
t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✐ts❡❧❢✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❤❡r❡ ♦t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ♦❢ Pf,u ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ |τ − µ| ≥ m✱
Pe,✉♣(τ) = Pr {fC(Y, µ)− fC(Y, τ) < 0}
= Pr
{
Re
{
sH(s+Wµ:(m))
}− ‖s‖ (Re{CF(1)}+Re{WF(1)}) < 0}
= Pr {ZN < Z}
✭✹✳✶✵✮
✇❤❡r❡ Z , Re
{
CF(1)
}
✱ ✇❤♦s❡ P❉❋ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✶✱ ❛♥❞ ZN ∼
N (‖s‖, 1)✳ ❍❡♥❝❡✱
Pe,✉♣(τ) =
∫ +√nρc
−√nρc
Q(‖s‖ − z)√
nρc B(n− 12 , 12)
(
1− z
2
nρc
)n− 3
2
dz ✭✹✳✶✶✮
✇❤❡r❡ B(x, y) ♠❡❛♥s t❤❡ ❇❡t❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ✐s ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t❡
✐♥t❡❣r❛❧✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② st❛♥❞❛r❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❝❛s❡ |τ − µ| < m✱ t❤❡ s❛♠❡ ♠❡t❤♦❞ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
Pe,❧♦(τ) ❜② ♠❡❛♥s ♦❢ ❛ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡✜♥✐t❡ ✐♥t❡❣r❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ✭✹✳✾✮✳
▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r 0 < τ − µ < m✱
Pe,❧♦(τ) =
∫ +√nρc
−√nρc
Q
(∥∥sL(τ−µ)∥∥− zν1∥∥sL(τ−µ)∥∥2
)
√
nρc B(n− 12 , 12)
(
1− z
2
nρc
)n− 3
2
dz ✭✹✳✶✷✮
❛♥❞ ❢♦r −m < τ − µ < 0✱
Pe,❧♦(τ) =
∫ +√nρc
−√nρc
Q
(∥∥sF(µ−τ)∥∥− zν2∥∥sF(µ−τ)∥∥2
)
√
nρc B(n− 12 , 12)
(
1− z
2
nρc
)n− 3
2
dz ✭✹✳✶✸✮
✇❤❡r❡ ν1 = ‖s‖2 − Re{sHF(m−τ+µ)sL(m−τ+µ)} ❛♥❞ ν2 = ‖s‖2 −
Re{sHL(m−µ+τ)sF(m−µ+τ)}✳
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t② ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ❋❙✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞
Pf,u ✉s✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✶✮✱ ✭✹✳✶✷✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✸✮ ✐s ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✳ ❆❧s♦✱ ❛♥
✺✻ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
0% 10% 20% 30% 40% 50% 60% 70%
10-8
10-6
10-4
10-2
100
102
SNR=-1dB, N=64
SNR=-2dB, N=128
SNR=0dB, N=32
❋✐❣✉r❡ ✹✳✻ ✕ ❈❙❲✳ ❚❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ Pf,u ♦❢ ✐♥❝♦rr❡❝t ❋❙ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r✲
❤❡❛❞ β = ‖s‖2/‖X‖2 ❛t ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤m✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧
❙◆❘ ρt ❛♥❞ s❤♦rt ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤s N ✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❢♦r (ρt = −2❞❇, N = 128)✱
(ρt = −1❞❇, N = 64) ❛♥❞ (ρt = 0❞❇, N = 32)✳
❡st✐♠❛t❡ ♦❢ Pf,u ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ✐s ❛❧s♦ ♣❧♦tt❡❞ t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❆s ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✻✱ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛✲
t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ✐s ♦♥❧② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❛❜❧❡ ❢♦r
✐♠♣♦rt❛♥t ♦✈❡r❤❡❛❞s ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤s N ✳
✹✳✸✳✹✳✷ ◆♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ✭r❡❛❧✲✈❛❧✉❡❞✮ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ✐s t❤❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥ ♦❢ ❛♥② ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t
t❤❛t ♠❛② ❛r✐s❡ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳ ■♥ s✉❝❤ ❛ ❝♦♥t❡①t✱ ✭✹✳✼✮ ✐s t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ ▼❛①✐♠✉♠✲▲✐❦❡❤♦♦❞ ♣r✐♥❝✐♣❧❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✾✹✱ ❈❤❛♣t❡r
✸✱ P❛❣❡ ✻✾❪✮✳
■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛ r❛♥❞♦♠ ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ✭♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t s❡tt✐♥❣✮✱ ❛♥♦t❤❡r ❢♦r♠ ♦❢
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❛r✐s❡s✱ ❜❛s❡❞ t❤✐s t✐♠❡ ✉♣♦♥ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ ♦r t❤❡ l2 ♥♦r♠ ❬✾✹✱
❈❤❛♣t❡r ✸✱ P❛❣❡ ✼✵❪✿
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
∣∣sHyτ :(m)∣∣2 , ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
f❆(y, τ) ✭✹✳✶✹✮
■♥ t❤✐s ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t s❡tt✐♥❣✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✵✮
✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✮ ♦❢ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❛ss✉♠✐♥❣ t❤❛t ❙❲ ✐s
♣r♦♣❡r❧②✲❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♠✐♠✐❝s r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡❞ ❞❛t❛✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✺✼
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ ❙❲✲❧❡♥❣t❤❢r❛♠❡✲❧❡♥❣t❤ ✐s
s♠❛❧❧ ❬✽✽❪✳
❉❡✜♥❡ Pe,✉♣(τ) , Pr {fA(Y, µ) ≤ fA(Y, τ)} ❢♦r |τ − µ| ≥ m ❤❡♥❝❡ fA(Y, µ) ❛♥❞
fA(Y, τ) ❛r❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✳ ❲❡ ❤❛✈❡ sH(s+Wτ :(m)) ∼ CN (‖s‖2, ‖s‖2)✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤
✇❡ ♦❜t❛✐♥ t❤❛t
2
‖s‖2 fA(Y, µ) =
2
‖s‖2
∣∣sH(s+Wτ :(m))∣∣2 ∼ χ22(2‖s‖2). ✭✹✳✶✺✮
❙✐♠✐❧❛r❧②✱ fA(Y, τ) =
∣∣sH(C|τ−µ|:(m) +Wτ :(m))∣∣2 d= ∣∣‖s‖(C|τ−µ|:(1) +Wτ :(1))∣∣2
t❤❡♥
2
‖s‖2 (1 + ρc)
−1fA(Y, τ) ∼ χ22(0) ✭✹✳✶✻✮
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ s②♠♠❡tr✐❝ ✐s♦tr♦♣✐❝ ♣r♦♣❡rt② ❛♥❞ t❤❡ ♣♦✐♥t✲✇✐s❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡
t♦ CN (0, ρcIn) ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❝♦❞❡✇♦r❞ C✳
❇② ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts✱
Pe,✉♣(τ) = Pr {fA(Y, µ) ≤ fA(Y, τ)} = Pr
{
fA(Y, µ)
fA(Y, τ)
< 1
}
≈ FU (1 + ρc) ✭✹✳✶✼✮
✇❤❡r❡ U , χ22(2‖s‖2)/χ22(0) ✐s s✐♥❣❧② ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ❋✲❞✐str✐❜✉t❡❞ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡
✇❤♦s❡ ❈❉❋ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐s ✇✐❞❡❧② ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
✹✳✸✳✺ ❋❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❢♦r ▼▲✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝✱ ❝♦✲
❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r
❉❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ✈❡❝t♦r y ❢♦r ❛ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ st❛rt ❧♦❝❛t✐♦♥ τ ❛s y = [yc;ys;yc′ ]
✇✐t❤ yc = yF(τ)✱ ys = yτ :(m)✱ ❛♥❞ yc′ = yL(n−τ)✳ ❚❤❡♥ t❤❡ ▼▲ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r t❤❡
❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
pY|s,τ (y|s, τ) = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
pYs|s(ys|s)p[Yc;Yc′ ]([yc;yc′ ])
❋♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t
∥∥CL(τ)∥∥2 + ∥∥C′F(n−τ)∥∥2 ≈ nρc ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✲
✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ [CL(τ);C′F(n−τ)] ♦❢ t✇♦ ♣❛rt✐❛❧ ❝♦❞❡✇♦r❞s
❤❛s ❛❧♠♦st t❤❡ s❛♠❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛s ❛ ❢✉❧❧ ❝♦❞❡✇♦r❞✱ ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
p[Yc;Yc′ ]([yc;yc′ ]) ≈ pYC ([yc;yc′ ]) ✇❤❡r❡ pYC ✐s t❤❡ P❉❋ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② ❝♦❞❡✇♦r❞ ❛♥❞
✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ♥❡①t ❚❤❡♦r❡♠✳
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✸✳✸ ✭❉✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♥♦✐s② r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❬✹✵✱ ▲❡♠♠❛ ✶❪✮✳ ▲❡t
C ∈ Cn ❜❡ ✉♥✐❢♦r♠❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ♦❢ r❛❞✐✉s √nρc✱ ❛♥❞
WC ∼ CN (0, In)✳ ❚❤❡♥ YC = C+WC ❤❛s P❉❋
pYC (yc) =
Γ(n)
πn
(nρc)
(1−n)/2‖yc‖1−ne−(‖yc‖
2+nρc)In−1(2‖yc‖√nρc)
✇❤❡r❡ Γ(z) ✐s t❤❡ ●❛♠♠❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♥❞ In−1(z) ✐s t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢
t❤❡ ✜rst ❦✐♥❞ ♦❢ ♦r❞❡r (n− 1)✳
✺✽ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
❲❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞❡❝✐s✐♦♥ r✉❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡①♣❡❝t❡❞ t♦ ❜❡ ❛ t✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐✲
♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ tr✉❡ ▼▲ ♠❡tr✐❝
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
2Re{sHyτ :(m)}+ (1− n) log
(∥∥yτ+m:(n)∥∥)
+ log In−1(2
∥∥yτ+m:(n)∥∥√nρc) , ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
fO(y, τ)
✭✹✳✶✽✮
✇❤❡r❡ ✇❡ r❡❝♦❣♥✐③❡ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❙◆❘✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ t❡r♠✳
❋✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐❢♦r♠
❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ♦♥t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s ♣♦✐♥t✲✇✐s❡
t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✾✺✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷❪✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ♠❛② ❛ss✉♠❡ t❤❛t
[CL(τ);C′F(n−τ)] ∼ CN (0, ρcIn) t♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡r r✉❧❡✿
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
−
∥∥∥∥yτ :(m) − 1 + ρcρc s
∥∥∥∥
2
, ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
fN (y, τ) ✭✹✳✶✾✮
❆♥♦t❤❡r ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ t❤❛t ❛♥❛❧②③❡s t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ [Yc;Yc′ ] ❜② ●❛✉s✲
s✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ✈✐❛ ❑✉❧❧❜❛❝❦✲▲❡✐❜❧❡r ❞✐✈❡r❣❡♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✾✻✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✲❇❪✳
❚❤❡ s✉❜s❡q✉❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ❙❲ ✐s
♣r♦♣❡r❧②✲❞❡s✐❣♥❡❞ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ♠✐♠✐❝s r❛♥❞♦♠ ❝♦❞❡❞ ❞❛t❛✱ s♦ t❤❛t ✇❡ ♥❡❡❞
♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ f(Y, µ) ❛♥❞ f(Y, τ) ♦✈❡r❧❛♣ ❛♥❞ r❡s♦rt ✐♥st❡❛❞ t♦ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ Pf ✿
Pf,u ≈ (N − 1)Pe,✉♣(τ) ✭✹✳✷✵✮
❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❛❧❧ t❤❡ ♠♦r❡ ❥✉st✐✜❡❞ t❤❛t t❤❡ r❛t✐♦ m/N ✐s s♠❛❧❧ ❬✽✽❪ ❛♥❞
t❤❛t s ❛♥❞ C ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❛❧♣❤❛❜❡t✳ ❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ✭✹✳✷✵✮ s♦❧❡❧②
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ Pe,✉♣(τ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✳ ❋✐rst ♥♦t❡ t❤❛t Yµ:(m) = s +
Ws ✇✐t❤ Ws ∼ CN (0, Im)✳ ❍❡♥❝❡✱ Zµ , −2fN (Y, µ) =
∥∥∥√2Ws −√2 1ρc s
∥∥∥2 ∼
χ22m
(
2
ρ2c
‖s‖2
)
✳ ❈♦♥s✐❞❡r ♥♦✇ ❛♥② ♦t❤❡r ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ τ 6= µ s✉❝❤ t❤❛t |τ − µ| ≥
m✳ ❚❤❡♥ Yτ :(m) = Cm +Wm ∼ CN (0, (1 + ρc)Im)✱ ❛♥❞ Zτ , −21+ρc fN (Y, τ) =
‖Cm +Wm − (1 + 1/ρc)s‖2 ∼ χ22m
(
2(1+ρc)
ρ2c
‖s‖2
)
✳ ❲❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t Pe,✉♣(τ) =
Pr {fN (Y, µ) ≤ fN (Y, τ)} ≈ FU
(
1
1+ρc
)
✇❤❡r❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉s❡❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t U ,
Zτ/Zµ ❢♦❧❧♦✇s ❛ ❞♦✉❜❧② ♥♦♥✲❝❡♥tr❛❧ ❋✲❞✐str✐❜✉t✐♦♥✳
✹✳✸✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❢r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥
r✉❧❡ ✭✹✳✶✹✮ t♦ t❤❡ t✇♦ ❝r✐t❡r✐❛ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❢♦r t❤❡ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧✱ ♥❛♠❡❧②
t❤❡ ▼▲✲❜❛s❡❞ r✉❧❡ ✭✹✳✶✽✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ❢♦r ❛ ❢r❛♠❡ ♦❢
N = 256 s②♠❜♦❧s✱ k = ⌈N/3⌉ = 86 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✱ ❛ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ❙❲✲❝♦❞❡✇♦r❞
❛♥❞ ❙◆❘❂✲✷❞❇✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ❛r❡
✹✳✸✳ ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✺✾
10% 15% 20% 25% 30% 35%
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100
ML-based FS(MCarlo)+RCU
ML-based FS(bound)+RCU
corr. FS(MCarlo)+RCU
corr. FS(bound)+RCU
Acor. FS(MCarlo)+RCU
Acor. FS(bound)+RCU
❋✐❣✉r❡ ✹✳✼ ✕ ❈❙❲✳ ❋r❛♠❡ ❡rr♦r r❛t❡ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 256
❛♥❞ ❙◆❘ ρt = −2❞❇ ❢♦r ⌈N/3⌉ = 86 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✱ ✇✐t❤ ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r
ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m ❢♦r ▼▲✲❜❛s❡❞ r✉❧❡ ✭✹✳✶✽✮ ✭▼▲ ❘❈❯✮✱ ❝♦❤❡r❡♥t
❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮ ✭❝♦rr✳ ❘❈❯✮ ❛♥❞ ♥♦♥✲❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✶✹✮ ✭❆❝♦r✳
❘❈❯✮✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮✳
❧❛❜❡❧❡❞ ✏❆❝♦r✑ ✐♥ t❤❡ ❧❡❣❡♥❞ ✭❣r❡❡♥ ❞✐❛♠♦♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ❣r❡❡♥ ❞❛s❤✲❞♦t ❧✐♥❡✮✳ ❆s t❤✐s
r❡s✉❧t ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✱ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ✭✹✳✶✹✮ ✐s ✇♦rs❡ t❤❛♥
t❤♦s❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♦t❤❡r r✉❧❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ❧❡ss ❝♦♠♣❧❡①
❛♥❞ ✉♥❞♦✉❜t❡❞❧② ♠♦r❡ r♦❜✉st✳
◆❡①t✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ P❊ ❛s ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✷✮ ❤❛s ❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r
s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts ♦❢ ❧❡♥❣t❤ N = 256 s②♠❜♦❧s tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ♠❡ss❛❣❡s ♦❢ k = ⌈N/3⌉ = 86
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✳ ❩❛❞♦✛✲❈❤✉ ✭❩❈✮ s❡q✉❡♥❝❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ❙❲ s✳ ❇❡t✇❡❡♥ t❤❡
t✇♦ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡s ✭✹✳✼✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮✱ ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r♠❡r ✐s r❡t❛✐♥❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ ✐t ②✐❡❧❞s
t❤❡ ❜❡tt❡r ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❚❤❡ r❡s✉❧t ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✇❤❡r❡ ❝♦♥st❛♥t tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ρs = ρc ✐s ❛s✲
s✉♠❡❞✳ ◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ t❤❡ ▼▲✲❜❛s❡❞ ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ tr✉❡ ▼▲✲❜❛s❡❞ ♠❡tr✐❝ ✭✹✳✶✽✮ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭✹✳✶✾✮✳ ❲❡
♦❜s❡r✈❡ ❛ ❝❧♦s❡ ♠❛t❝❤ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts✳ ■t ✐s r❡♠❛r❦❛❜❧❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ s❡✈❡r❛❧ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦❞❡
❧❡♥❣t❤ n ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r ❝❡rt❛✐♥ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s t♦ ❤♦❧❞✱ ❛❝❝✉r❛t❡ ♣r❡❞✐❝✲
t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❛t ✈❛❧✉❡s ♦❢ n ❛s s♠❛❧❧ ❛s t❤♦s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤✐s ❝♦♠❜✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ s✐♠♣❧❡ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ ♠❛❦❡
t❤❡♠ ♣❛rt✐❝✉❧❛r❧② r❡❧❡✈❛♥t ❛♥❞ ❛ttr❛❝t✐✈❡ ❢♦r s②st❡♠ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❛t ❧♦✇
❋❊Ps ✇❤❡r❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛♥ ♦♣t✐♦♥✳
❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ❛ss✉♠❡s ♦♣t✐♠❛❧ ✜♥✐t❡✲❧❡♥❣t❤ ❆❲●◆ ❝♦❞❡s✳
✻✵ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
12% 14% 16% 18% 20% 22% 24% 26% 28% 30% 32% 34%
10-8
10-6
10-4
10-2
100
-3dB
-2dB
-1.5dB
❋✐❣✉r❡ ✹✳✽ ✕ ❈❙❲✳ P❊ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ β = ‖s‖2/‖X‖2 ❛t ✜①❡❞ N = 256 s②♠❜♦❧s
❛♥❞ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m✱ ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❙◆❘ ρt✳ ❚❤❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♦t❤❡rs ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮✳
❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ♦✛✲t❤❡✲s❤❡❧❢ ❝♦❞❡s ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ r❡❧❡✈❛♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ❤❡❛❞❡r ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s✳ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡
❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ◗P❙❑ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ✺● P♦❧❛r ❝♦❞❡ ✰ ✷✹✲❜✐t ❈❘❈ ❬✾✼❪ ♦❢
❧❡♥❣t❤ n = 2×(256−m) ❜✐ts ❛♥❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ k = 86✱ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ♠❡tr✐❝ ❢♦r
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❈❘❈✲❆✐❞❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❈❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ▲✐st ✭❈❆✲❙❈▲✮ ❞❡❝♦❞✐♥❣
♦❢ t❤❡ P♦❧❛r ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❧✐st s✐③❡ L = 32 ❛♥❞ L = 256✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆ ❧❛r❣❡r ❧✐st
❞r✐✈❡s t❤❡ ❈❆✲❙❈▲ ❞❡❝♦❞❡r ❝❧♦s❡r t♦ t❤❡ ▼▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ t❤❡ P♦❧❛r ❝♦❞❡ ❜✉t ❛t
t❤❡ ❝♦st ♦❢ ✐♥❝r❡❛s❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦♠♣❧❡①✐t②✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✾
❢♦r t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❙❲ ♣♦✇❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ str❛t❡❣✐❡s✳ Pr♦✈✐❞❡❞ L ✐s ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱
256 ♦r ❤✐❣❤❡r✱ ✇❡ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ s❛♠❡
♦♣t✐♠❛❧ tr❛❞❡✲♦✛ ≈ 22% ❛s ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❋❊P
❣❛♣ ♦❜s❡r✈❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t❡❞ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s ❞✉❡ ❜♦t❤ t♦ ❝♦❞❡ ✐♠♣❡r❢❡❝t♥❡ss ❛♥❞ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✐ss✉❡ ❝❛♥
❜❡ ❛❞❞r❡ss❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧❛r❣❡r ❧✐st s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ❈❆✲❙❈▲ ❞❡❝♦❞❡r✳
✹✳✹ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s
✹✳✹✳✶ ❈♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r
❚❤❡ ❙❙❲ str✉❝t✉r❡ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ ❈❙❲✱ ❡①❝❡♣t t❤❛t ❙❲ s ✐s s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦
❝♦❞❡✇♦r❞ C t♦ ❢♦r♠ ❢r❛♠❡ X✿
X = s+C ✭✹✳✷✶✮
✹✳✹✳ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✐♥ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s ✻✶
15% 20% 25% 30%
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100
10% 20% 30% 40%
10-5
10-4
10-3
10-2
10-1
100
❋✐❣✉r❡ ✹✳✾ ✕ ❈❙❲✳ P❊ ✈s✳ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛t ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 256 ❛♥❞ ❙◆❘ ρtot = −2❞❇
✇✐t❤ ✭❛✮ ✉♥✐❢♦r♠ tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ρs = ρc ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲ ❧❡♥❣t❤ m✱ ♦r ✭❜✮ ✜①❡❞ ❙❲ ❧❡♥❣t❤
m = 55 ❜✉t ✈❛r②✐♥❣ ❙❲✲❝♦❞❡✇♦r❞ ♣♦✇❡r r❛t✐♦✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❧✉❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮✱
t❤❡ sq✉❛r❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ P♦❧❛r✲❝♦❞❡ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ❋❊P✳
❚❤❡ str✉❝t✉r❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✭❜✮✳ ❚❤❡♥ s✱ C ❛♥❞X ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤✱
✐✳❡✳ N = m = n✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢r❛♠❡ ♣♦✇❡r ✐s ‖X‖2 = Nρt = mρs + nρc✱ ❛❧s♦
ρt = ρs + ρc✳
❚❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ st❛t❡♠❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ t♦ t❤❡ ❙❙❲ str✉❝✲
t✉r❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s t❤❛t ✭✹✳✸✮ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡s ♦♥❧② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r ♣♦✇❡r
♦❢ ❢r❛♠❡ ❞❡s✐❣♥✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜♦t❤ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❛s ✐♥ t❤❡ ❈❙❲ ❝❛s❡✳
❚❤❡ str❛t❡❣② ♦❢ ❋❙ tr❛❞❡✲♦✛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❛t ♦❢ t❤❡ ❈❙❲ str✉❝✲
t✉r❡✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ t❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ ♦❢ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❈❙❲ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❜♦t❤ t❤❡
▼▲✲❜❛s❡❞ ❛♥❞ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞✱ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ♦♥❧② t❤❡ ❧❛tt❡r ✭❢♦r
❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r✮ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳
❲❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤
♣❡r❢❡❝t ♣❤❛s❡ ♦✛s❡t ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❬✾✹✱ ❈❤✳✸✱ ♣✳✻✾❪ ✇✐t❤ ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ r✉❧❡ ✭✹✳✼✮✿
τˆ = ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
Re
{
sHyτ :(m)
}
, ❛r❣♠❛①
0≤τ<N
f❈(y, τ)
❲❡ r❡♣❡❛t t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✺ s❤♦✇✐♥❣ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ ❛ ✉♥✐✲
❢♦r♠ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦♥ ❤②♣❡rs♣❤❡r❡ ♦♥t♦ ❛ s✉❜s❡t ♦❢ ✐ts ❝♦♦r❞✐♥❛t❡s ❝♦♥✈❡r❣❡s ♣♦✐♥t✲
✇✐s❡ t♦ ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❬✾✺✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✼✳✷❪✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ Y ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✲✭❜✮ ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② CN (0, (1 + ρc)IN ) ✷✳ ❇② ❛♣✲
✷❙❡❡ ❛❧s♦ ❬✾✻✱ ❚❤❡♦r❡♠ ■■■✳✸❪ ❢♦r ❛♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤✳
✻✷ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
♣❧②✐♥❣ t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ t♦ fC(Y, µ) = ‖s‖2 + Re
{
sHµ:(m)Y
}
❛♥❞ fC(Y, τ) =
Re
{
sHτ :(m)sµ:(m) + s
H
τ :(m)Y
}
✱ ✇❡ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤
Pe(τ) = Pr {fC(Y, µ) ≤ fC(Y, τ)} ≈ Q (ν3/σ3) ✭✹✳✷✷✮
✇❤❡r❡ ν3 = ‖s‖2 − Re
{
sHτ :(m)sµ:(m)
}
❡t σ23 =
1+ρc
2
∥∥sµ:(m) − sτ :(m)∥∥2✳
✹✳✹✳✷ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s
❚❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✭✹✳✷✷✮
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦♥t❡ ❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✹✳✹✮✳ ❩❛❞♦✛✲❈❤✉ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r♦♦t
✶ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❙❲ s✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ❢♦r ❢r❛♠❡ ✇✐t❤ s❤♦rt
❧❡♥❣t❤s✳ ❉❡s♣✐t❡ t❤❡ ●❛✉ss✐❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ t✐❣❤t ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡✐r ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ❡♠♣❤❛s✐③✐♥❣ t❤❛t ✇❤✐❧❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s r❡♠❛✐♥ ♠❛♥❛❣❡❛❜❧❡ ❛t ❙◆❘ t❤❡ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❡①❝❡❡❞s
10−8✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s ♠✉❝❤ ❢❛st❡r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ❢♦r
❡✈❡r② ❙◆❘✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ❈❙❲ str✉❝t✉r❡✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s t♦ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ✉s✐♥❣ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✸●PP ✺● ◆❘ ❉♦✇♥❧✐♥❦ P♦❧❛r ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡ ❬✾✼❪✳ ❚❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝♦❞❡ ❞❡❝♦❞❡r ✐s t❤❡ ❈❘❈✲❆✐❞❡❞ ❙✉❝❝❡ss✐✈❡ ❈❛♥❝❡❧❧❛t✐♦♥ ▲✐st ❉❡❝♦❞❡r ✇✐t❤ ❧✐st s✐③❡
✸✷ t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ t❛❦❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ ✷✹✲❜✐t ❈❘❈ ♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡✳ ❚❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❣❛♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❛♥❞ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ s❡t✉♣ ♣❛rt❧② ❝♦♠❡s ❢r♦♠
t❤❡ s✉❜✲♦♣t✐♠❛❧ ❞❡❝♦❞❡r ✭❛ ❧❛r❣❡r ❧✐st ✐s r❡q✉✐r❡❞ t♦ r❡❛❝❤ ▼▲ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✮✱ ❛♥❞
❛❧s♦ ❢r♦♠ t❤❡ ◗P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❛rts ❢r♦♠ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ ✉♥✐❢♦r♠ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✐s t♦ ✉♥❞❡r❧✐♥❡
t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞s ❝♦✐♥❝✐❞❡✿ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜♦✉♥❞s ❤❡❧♣ t♦ ✜♥❞
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞s ✈❡r② ❢❛st t❤✉s ❛✈♦✐❞✐♥❣ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳
✹✳✺ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✈❡rs✉s ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ t✇♦ ❈❙❲ ❛♥❞ ❙❙❲ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r
❜♦✉♥❞ P❊ ♦♥ t❤❡ ❋❊P ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✷✮ ❢♦r ❝♦❤❡r❡♥t ❝♦rr❡❧❛t✐♦♥ ❋❙ r❡❝❡✐✈❡r ✐♥ ❆❲●◆
❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢
❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✸✳✹✳✶ ❛♥❞ ✹✳✹✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ ❩❈ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r♦♦t ✶ ❛r❡ s❡❧❡❝t❡❞ ❛s ❙❲
❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♠♣♦s❡ ♦❞❞ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤s ❢♦r t❤❡ ❙❙❲✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷✱ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜♦✉♥❞s ✐❧❧✉str❛t✐♥❣ t❤❡ ✈❛❧✉❡ P❊✱✉ ❛s t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥
♦❢ ❙❲ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ♦❢ P❊ ❢♦r t❤❡
s❤♦rt ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ k = 65 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❙◆❘✳ ❚❤❡✐r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✈❛❧✐❞❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❜♦✉♥❞s✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♥♦t❡ t❤❛t
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❙◆❘ ❛♥❞ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ ❈❙❲ ❛♥❞ ❙❙❲
❛r❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t✳
✹✳✺✳ ❙✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ ❙❲ ✈❡rs✉s ❈♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ❙❲ ✻✸
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Monte-Carlo simulations
proposed theoretical bounds
9dB
3dB
0dB
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✵ ✕ ❙❙❲✳ ❋❙ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ ✐ts ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ✉♥✐♦♥ ❜♦✉♥❞s ❢♦r
ρt = 0❞❇, 3❞❇ ❛♥❞ 9❞❇ ❢♦r s❤♦rt ❢r❛♠❡s ✇✐t❤ ❧❡♥❣t❤ n✳ ❊q✉❛❧ ♣♦✇❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❢♦r
❙❲ ❛♥❞ ❞❛t❛✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ Pf,u ✭✹✳✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ Pf
✭✹✳✹✮✳
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Monte-Carlo simulations
proposed theoretical bounds
QPSK + 5G NR Polar code
5dB
3dB
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✶ ✕ ❙❙❲✳ ❖♣t✐♠❛❧ ❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ◗P❙❑ ❛♥❞ ✸●PP ✺●✲◆❘
❉♦✇♥❧✐♥❦ P♦❧❛r ❝♦❞❡✳ ❩❛❞♦✛✲❈❤✉ s❡q✉❡♥❝❡s ♦❢ r♦♦t ✶ ❛r❡ ✉s❡❞ ❛s ❙❲✳ ❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ n = 63
s②♠❜♦❧s ❛♥❞ k = 32 ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜✐ts✳ ❚❤❡ t♦t❛❧ ♣♦✇❡r ρt = 3❞❇ ❛♥❞ 5❞❇✳ ❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s
❝✉r✈❡s ✭❜♦✉♥❞s✮ ❛r❡ P❊✱✉ ✭✹✳✻✮✱ t❤❡ ❛st❡r✐s❦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊ ✭✹✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ P♦❧❛r✲❝♦❞❡ ❝✉r✈❡s
❛r❡ ❋❊P✳
✻✹ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
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Concatenated SW: proposed-cor.-bound+RCU
Concatenated SW: Monte-Carlo-cor.+RCU
Superimposed SW: proposed-cor.-bound+RCU
Superimposed SW: Monte-Carlo-cor.+RCU
0dB
2dB
1dB
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✷ ✕ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ P❊✱✉ ❜❡t✇❡❡♥ ❈❙❲ ✭❛ss✉♠✐♥❣ ✉♥✐❢♦r♠ ♣♦✇❡r ρs =
ρc = ρt✮ ❛♥❞ ❙❙❲✳ ❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ k = 65 ❜✐ts ❢♦r s❡✈❡r❛❧ ❙◆❘
ρt✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ P❊✱✉ ❛♥❞ t❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ❝✉r✈❡s ❛r❡ P❊✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸✱ t❤❡ s❛♠❡ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 ❢♦r ❛ ✜①❡❞ ❙◆❘ = 2❞❇ ❛r❡ ✉s❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛t❡s✳
❲❡ ♦❜s❡r✈❡ t❤❛t ♦♥❧② t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t✐❡s ♦❢ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❛t❡✱ ❛t ✜①❡❞
♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♥♦ ❧♦♥❣❡r
❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞✱ ❛t ✜①❡❞ r❛t❡ ❛♥❞ ✜①❡❞ ❙◆❘✱ ❛s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❛♠❡ s✐③❡ ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹✳ ■t ✐s ♥♦t❡❞ t❤❛t ✐t t❡♥❞s t♦
❞❡❝r❡❛s❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❢r❛♠❡ s✐③❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳
■♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦♣t✐♠❛❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❈❙❲ ❛♥❞ ❙❙❲ ❢♦r s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s str❡❛♠ ♦❢ s❤♦rt ❢r❛♠❡s✱
❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❣❛✐♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ r❡q✉✐r❡❞ ❢♦r
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥✳
✹✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❆ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ♦r s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛
s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✐s ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ♦✈❡r❤❡❛❞
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐t✲
t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡ s②♠❜♦❧ ❡♥❡r❣② ✉s✐♥❣ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳
❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇ t❤❛t ♦✉r
✹✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✺
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Concatenated SW
Superimposed SW
k=129
k=86
k=65
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✸ ✕ ■♠♣❛❝t ♦❢ r❛t❡ k/N ✳ ❋r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N = 129 tr❛♥s♣♦rt✐♥❣ ✶✷✾✱ ✽✻✱ ✻✺
❜✐ts ❛t ❙◆❘ = 2❞❇✳
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Concatenated SW
Superimposed SW
N=193
N=129
N=257
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✹ ✕ ■♠♣❛❝t ♦❢ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ N ✇✐t❤ k = ⌈N/3⌉ ❛t ❙◆❘ = −1❞❇✳
✻✻ ✹✳ ❘❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❤❡❛❞❡r ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥
r❡s✉❧ts ❛r❡ t✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♣♦✇❡r ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✸●PP ✺●✲◆❘ ❉♦✇♥❧✐♥❦ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡✲
t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ♦r ❛ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛tt❡r
t♦ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ✐s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❧s❡
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞
❜❡ ♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡✲
s♣♦♥❞✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ t✐❣❤t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ ❞❛t❡✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣✐❧♦t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✹✵❪ ❛♥❞
❛❧s♦ ❢♦r t❤❡ ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❋❙ ♣r♦❜❧❡♠ ❬✽✻❪✳ ❆❧❧ t❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤✐s ✐ss✉❡ ❞♦❡s
♥♦t ❦❡❡♣ ♦♥❡ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ tr❛❞❡✲♦✛
❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭♣✐❧♦ts ❛♥❞ ❋❙ ❤❡❛❞❡r✮ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳
✺❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡
❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❈♦♥t❡♥ts
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✺✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▼✐ss✐♦♥ ❝r✐t✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❢❛❝t♦r② r❡♠♦t❡ ❝♦♥tr♦❧✱ ✈❡❤✐❝❧❡ ❛✉t♦♣✐❧♦t ♦r
t❡❧❡s✉r❣❡r② r❡q✉✐r❡ ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ▲♦✇ ▲❛t❡♥❝② ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✭❯❘▲▲❈✮ ✇❤✐❝❤ ✐s
❛♠♦♥❣ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♥♦✈❡❧t✐❡s ♦❢ ✺● ♥❡t✇♦r❦s✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ♣r♦❜❛✲
❜✐❧✐t② ♦❢ s✉❝❝❡ss❢✉❧❧② tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜②t❡s ✇✐t❤✐♥ ❛
❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛② ❛t ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t② ❬✾✽✱ ❙❡❝✳ ✼✳✾❪✳ ❚❤❡ ✏s✉❝❝❡ss ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✑
✐s ♠❡❛s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❇▲♦❝❦ ❊rr♦r ❘❛t❡ ✭❇▲❊❘✮ r❛♥❣✐♥❣ ❢r♦♠ 10−5 ❞♦✇♥ t♦ 10−9
✐♥ t❤❡ ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜❧❡ ✭❯❘✮ ❝♦♥t❡①t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t❡r♠ ✏❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t②✑ ♠✉st ♥♦t
❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t② ❝❤❛♥❣❡s r❛♥❞♦♠❧②✱ t❤❡ ❇▲❊❘ ✐s ❛❧s♦
❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❛ss✉♠❡❞ r❡❧✐❛❜❧❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ♠❛② ✉♥❡①♣❡❝t❡❞❧② ❜❡❝♦♠❡
✉♥r❡❧✐❛❜❧❡✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤✐♥❦✐♥❣ ♦♥❧② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ ❛✈❡r❛❣❡ ❇▲❊❘ ✈❛❧✉❡ ❡✈❡♥ ❛s
❧♦✇ ❛s ❡✳❣✳ 10−9 ✐s ♥♦t s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❛ss❡ss r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ❝♦♥❝❡r♥✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❤❡r❡❛❢t❡r t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧
❛s ❛ ✇❛② t♦ q✉❛♥t✐❢② r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✿
P❘ , Pr{P❊ ≤ ε0} ✭✺✳✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ❇▲❊❘ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❜② P❊ ❛♥❞ ✇❤❡r❡ ε0 ❞❡♥♦t❡s t❤❡
t❛r❣❡t❡❞ ◗✉❛❧✐t② ♦❢ ❙❡r✈✐❝❡ ✭◗♦❙✮ ❇▲❊❘ t❤r❡s❤♦❧❞ ✭♦r s✐♠♣❧② t❛r❣❡t ❇▲❊❘✮✳ ❚❤❡
✻✽ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
r❛♥❞♦♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ❇▲❊❘ ✐s ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② st♦❝❤❛st✐❝ ❢❛❝t♦rs s✉❝❤ ❛s ❢❛❞✐♥❣✱ ✐♥t❡r✲✈❡❤✐❝❧❡
s♣❡❡❞✱ ♠♦❜✐❧❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ❝❤❛♥❣✐♥❣✳
◆♦t❡ t❤❛t P❘ ✐s s✐♠✐❧❛r ✐♥ ❡ss❡♥❝❡ t♦ t❤❡ Pr♦❜❛❜❧② ❈♦rr❡❝t ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞
✐♥ ❬✾✾❪✿ ❜♦t❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❡t❛✲♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝♦♥❝❡♣t ❬✶✵✵❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❬✾✾❪ ✉s❡s
❛s②♠♣t♦t✐❝ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ♣❛♣❡r r❡s♦rts t♦ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts
♦♥ ❝❤❛♥♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ❡rr♦r ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡ ❬✼✱ ✽❪ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡ ❇▲❊❘✳ ❖✉r
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♠♦t✐✈❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❇▲❊❘ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❛r❜✐tr❛r✐❧②
s♠❛❧❧ ❜② ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ t♦ ❣r♦✇ ❛r❜✐tr❛r✐❧② ❧❛r❣❡✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♠❛②
✈✐♦❧❛t❡ t❤❡ ✏✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞❡❧❛②✑ ❝♦♥str❛✐♥t ✐♥❤❡r❡♥t t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❯❘ ❬✾✽✱
❙❡❝✳ ✼✳✾❪✳
■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t P❘ ✇❛s ✐♠♣❧✐❝✐t❧② ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ◆❛rr♦✇❇❛♥❞✲■♦❚
✭◆❇✲■♦❚✮ ❬✶✵✶✱ ❙❡❝✳ ✼✳✷✸❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ✺● ❬✶✵✷✱ ❙❡❝✳ ✽✳✶❪
✉♥❞❡r t❤❡ ❘❛❞✐♦ ▲✐♥❦ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ✭❘▲▼✮ ❝♦♥❝❡♣t ❛t ❧✐♥❦ ❧❛②❡r✳ ●❡♥❡r❛❧❧② s♣❡❛❦✐♥❣✱
❘▲▼ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡sts t❤❛t ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ❇▲❊❘ ♦❢ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧✲
♣❧❛♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡♥ ❞❡❝❧❛r❡ ❘❛❞✐♦ ▲✐♥❦ ❋❛✐❧✉r❡ ✭❘▲❋✮ ✐❢ t❤❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❇▲❊❘s
r❡♣❡❛t❡❞❧② ❡①❝❡❡❞ ❝❡rt❛✐♥ t❤r❡s❤♦❧❞s✳ ❆ ❘▲❋ ❞❡❝❧❛r❛t✐♦♥ tr✐❣❣❡rs ✐♥ t✉r♥ tr❛♥s♠✐tt❡r
t✉r♥✐♥❣✲♦✛✱ ❝❡❧❧ r❡s❡❛r❝❤✱ ❛♥❞ ❛tt❛❝❤ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❬✶✵✸✱ ❙❡❝✳ ✷✷✳✼✱ ♣✳ ✺✷✻❪❬✶✵✹❪✳ ❆s ❛
❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡✈❡♥ ✐❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡ ❇▲❊❘ ✐s s♠❛❧❧✱ r❛❞✐♦ ❧✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ♠❛② ❜❡
✉♥r❡❧✐❛❜❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡s❡ r❡♣❡❛t❡❞ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ r❡s❡ts✳
❚❤❡r❡ ❛r❡ ♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤❡s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳ ❆ ♣♦♣✉❧❛r ♦♥❡ ✐s t♦ ❡♠✲
♣❧♦② q✉❡✉✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t♦♣ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
t❤❛t t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t❡ ❞❡❧❛② ❡①❝❡❡❞s ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛❧✉❡✳ ❖♥❡ s✉❝❤ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♠❡❛s✉r❡ ♥❛♠❡❞
❞❡❧❛② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ r❡❝❡♥t❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ ❬✷✻❪✳ ❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ t❤❡
✐❞❡❛ ♦❢ ❞❡❧❛② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✱ ❜✉t ❢♦r ❛ ♥♦♥✲❝♦♥st❛♥t ✢♦✇ ♦❢ ♣❛❝❦❡ts ❛♥❞ ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ ❞❛t❛ ❢r❡s❤♥❡ss ♥♦t✐♦♥✱ ❬✶✵✺❪ ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ♣❡❛❦ ❛❣❡
♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ✏❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ t✐♠❡ t❤❛t ✐s ❡❧❛♣s❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛st
r❡❝❡✐✈❡❞ ✉♣❞❛t❡✑✱ ♦✈❡r ❜✐♥❛r②✲✐♥♣✉t ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ■♥ ❬✶✵✻❪✱ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❬✶✵✺❪
✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣❛r❛♠❡t❡r✲s ❘❈❯ ❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✹✳✷✳✶✮ t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
❇▲❊❘ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✐♥ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❖t❤❡r r❡s✉❧ts ❝♦♥❝❡r♥✲
✐♥❣ q✉❡✉✐♥❣✲r❡❧❛t❡❞ ❞❡❧❛② ✈✐♦❧❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✼❪ ✇❤❡r❡ ❡✛❡❝t✐✈❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞✱ ❛♥❞ ✐♥ ❬✶✵✽❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❡✛❡❝t✐✈❡ ❝❛♣❛❝✐t② ✐s ✉s❡❞✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ P❘ ✐♥
✭✺✳✶✮ ❢♦r ❖❋❉▼✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s ♦✈❡r ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢r❡q✉❡♥❝②✲❞♦♠❛✐♥ ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❛♥❞
t✐♠❡✲❞♦♠❛✐♥ s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✳ ❆s P❘ ✐s ❛❧♠♦st ❛♥❛❧②t✐✲
❝❛❧❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❋❇▲ r❡❣✐♠❡✱ ✇❡ r❡s♦rt t♦ ♣r♦❜❛❜✐❧✐st✐❝ ❜♦✉♥❞s
❛♥❞ t❤❡♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡♠ t♦ ♦❜t❛✐♥ s✐♠♣❧❡ ②❡t r❡❧❛t✐✈❡❧② t✐❣❤t ❡st✐♠❛t❡s✳ ❚❤❡s❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ✜♥❞ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡s♦✉r❝❡s ✭❝♦❞❡✇♦r❞
❧❡♥❣t❤✮ n r❡q✉✐r❡❞ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❛ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ε0 ✇✐t❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ α✱ ✐✳❡✳ t♦ ❡♥s✉r❡
P❘(ε0, n) ≥ α✳ ■t ✐s ✇♦rt❤ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❛t ❡✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♥♦✈❡❧ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✽❪✱ t❤❡
❤✉♥t ❢♦r t❤❡ s♠❛❧❧❡st✲n r❡q✉✐r❡s
✐✮ s❛♠♣❧✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡s ❢♦r n r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ s❡t ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s
❞❡♥♦t❡❞ ❜② n❝❛♥❞✐❞❛t❡❀
✐✐✮ ❛♥ ❡①❤❛✉st✐✈❡ t❡st ♦❢ ❛❧❧ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s n❝❛♥❞✐❞❛t❡ ❛♥❞
✐✐✐✮ ❢♦r ❡❛❝❤ n❝❛♥❞✐❞❛t❡✱ ❛ t✐♠❡✲❝♦♥s✉♠✐♥❣ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s❛♠♣❧✐♥❣ t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡
✺✳✷✳ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✻✾
P❘(ε0, n❝❛♥❞✐❞❛t❡)✳
❖✉r r❡s✉❧ts s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♣r♦❝❡ss ❜② ♣r♦✈✐❞✐♥❣ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛❧❧♦✇✐♥❣ t♦
❝❧♦s❡❧② ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ✈❛❧✉❡ ♦❢ n s✉❝❤ t❤❛t P❘(ε0, n) ≥ α✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t❤❡ ❢✉❧❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ P❛♣❡r ❊✳
✺✳✷ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡✲❛♥t❡♥♥❛ ❖❋❉▼✲❜❛s❡❞ s②st❡♠ s✐♠✐❧❛r t♦ ✺● ◆❘ ❬✶✵✾❪✳ ❆s
✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✱ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳ t❤❡
❝❤❛♥♥❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ❞✉r✐♥❣ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♥✉♠❜❡r ♦❢ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ✭❝♦❤❡r❡♥❝❡
t✐♠❡✮✳ ■♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ✐s ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ❛ ✉s❡r ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞
nc s✉❜❝❛rr✐❡rs ✇✐t❤✐♥ ❛ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦ t♦ ❢♦r♠ ❛♥ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦✳ ❈♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞
✐♥ t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥ ❛❝r♦ss L s✉❝❤ ❜❧♦❝❦s❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ ✐s n = ncL✳
◆♦t❡ t❤❛t ❜♦t❤ L ❛♥❞ nc ❛r❡ ✐♥t❡r❝❤❛♥❣❡❛❜❧❡ ❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❜❧♦❝❦ ❢❛❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
✐s st✐❧❧ ✈❛❧✐❞✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ l−t❤ ❜❧♦❝❦✱ 1 ≤ l ≤ L✱
✐s ❡q✉❛❧ t♦
HlXl +Wl ✭✺✳✷✮
✇❤❡r❡ Xl ∈ Cnc ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s ✇✐t❤✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧♦❝❦ l ❛♥❞
✇❤❡r❡ Wl ✐s t❤❡ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧ ♥♦✐s❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❞✐str✐✲
❜✉t✐♦♥ CN (0, Inc)✳ ❚❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ✐s ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② s❝❛tt❡r❡❞ ❞✐✛✉s❡ ❝♦♠♣♦✲
♥❡♥ts✿ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❡✣❝✐❡♥ts Hl ❛r❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❛ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣✱ ✐✳❡✳
Hl ∼ CN (0, 1)✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s②♠❜♦❧s s❛t✐s❢② t❤❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥str❛✐♥t ‖Xl‖2 = ncµ✳
▲❡t Yl ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❙◆❘ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ♦❢ ❜❧♦❝❦ l❀ Yl ✐s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② ❞✐s✲
tr✐❜✉t❡❞ ✇✐t❤ ♠❡❛♥ µ✳ ❍❡r❡❛❢t❡r ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❝♦❤❡r❡♥t r❡❝❡✐✈❡r ✇✐t❤ ♣❡r❢❡❝t ❝❤❛♥♥❡❧
st❛t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭❈❙■❘✮✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❢♦r s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍❡♥❝❡
t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❦♥♦✇s ♣❡r❢❡❝t❧② Hl✳
❚❤❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤❡ ▲❚❊ st❛♥❞❛r❞
✇❤❡r❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ♠❛② ❜❡ ✹✵✵ t✐♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❧♦t ✭s❡❡ ❬✶✶✵✱
❙❡❝✳ ■■❪✮✳ ❚❤✐s ♥✉♠❜❡r ❝❛♥ ❜❡ ❡✈❡♥ ❧❛r❣❡r ✐♥ ✺● ◆❘ ✇✐t❤ ♠✐♥✐✲s❧♦ts ❬✶✵✾❪✳ ◆♦♥❡t❤❡✲
❧❡ss ❛♥❞ ❞❡♣❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ ❬✸✵✱ ✶✶✵❪ ✇❤❡r❡ ♦♥❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ♣❡r ❝♦❤❡r❡♥❝❡
t✐♠❡✱ ♠❛♥② tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ♦✉r s❡t✉♣✳ ▼♦r❡♦✈❡r✱ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥ ❬✸✵✱ ✶✶✵❪
✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ❛♥❞ ♦♥❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❝♦❤❡r❡♥❝❡ ❜❧♦❝❦ ♦♥❧②
✇❤❡r❡❛s t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❛♥❛❧②s✐s ❝♦♥s✐❞❡rs ❝♦❞❡✇♦r❞s s♣❛♥♥✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❢❛❞✐♥❣ ❜❧♦❝❦s ✐♥
t❤❡ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞♦♠❛✐♥✳ ❆♥♦t❤❡r ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r ❋❇▲ ❝♦❞✐♥❣ ♦✈❡r ❢❛❞✐♥❣ ✐s
❬✹✷❪✳ ❇✉t t❤❡ ❧❛tt❡r ❛ss✉♠❡s ♥♦ ❈❙■ ❛♥❞ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡q✉✐r❡❞ t♦
❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
❈♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ ❛❜♦✈❡♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s
✉s❡❞ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡ ❛r❡ ♠♦st❧② ❆❲●◆ ❝♦❞❡s✱ ✐✳❡✳ ❝♦❞❡s ❞❡s✐❣♥❡❞ ❛♥❞ ♦♣t✐♠✐③❡❞ ❢♦r
❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s✱ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ t❤❡ s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✮ ✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t
t♦ tr❛♥s♠✐tt✐♥❣ ♦✈❡r L ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆❲●◆ s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❙◆❘ Y1, . . . , YL ❛♥❞ ❝♦❞✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤♦s❡ L s✉❜✲❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❈♦❧❧❡❝t✐♥❣ t❤❡ ❙◆❘s ✐♥
✈❡❝t♦r ❢♦r♠ Y = {Yl}Ll=1✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ❜❧♦❝❦✲❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② P❊ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞❡❧ ✭✺✳✷✮
✼✵ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶ ✕ ❙②st❡♠ ♠♦❞❡❧ ✉♥❞❡r ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥✳ ❈♦❞✐♥❣ ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ♦✈❡r L ✭❢r❡✲
q✉❡♥❝②✮ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ nc s✉❜❝❛rr✐❡rs ✭❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣✮✳ ■♥ t✐♠❡
❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ r❡♠❛✐♥s ✉♥❝❤❛♥❣❡❞ ♦✈❡r ❛ ❧♦♥❣ ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡ ✭s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣✮✱
t❤❡♥ ❝❤❛♥❣❡s t♦ ♦t❤❡r ✈❛❧✉❡s✳
✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❘❡✜♥❡❞ ◆♦r♠❛❧ ❆♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❘◆❆✮ ❬✽❪✿
P❊(n, k, L,Y) . Q
(
√
n
S − k/n+ log(2n)2n√
V
)
✭✺✳✸✮
✇✐t❤ k t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✭✐♥ ♥❛ts✮✱ S , 1L
∑L
i=1 log(1 + Yi) ❛♥❞ V ,
1
L
∑L
i=1
(
1− (1 + Yi)−2
)
✳ ❇❡❝❛✉s❡ Y ❝❤❛♥❣❡s r❛♥❞♦♠❧② ❡✈❡r② ❝♦❤❡r❡♥❝❡ t✐♠❡✱ P❊ ✐♥
✭✺✳✸✮ ✐s ❛ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭✺✳✶✮ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳
■t ✐s ♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❡♠♣❤❛s✐③❡ t❤❛t ✭✺✳✸✮ ✐s ♥♦t t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✼❪ t❤❛t ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ PP❱ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✭♠❡t❛ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞✮
❛♥❞ t❤❡ κβ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛♣❡r✱ ❜✉t ✇✐t❤♦✉t t❤❡ t❤✐r❞✲♦r❞❡r t❡r♠
log(2n)
2n ✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ✜rst ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸✷❪ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❛✉t❤♦rs✱ ✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
❘❈❯ ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t② ❜♦✉♥❞ ✇❤✐❝❤ ✐s t✐❣❤t❡r t❤❛♥ t❤❡ κβ ❜♦✉♥❞✱ ♥♦t ♦♥❧② ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡
t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ◆♦r♠❛❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❬✼❪✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❝♦♥✜r♠ t❤❛t t❤❡ ❘◆❆ ✭✺✳✸✮
❝❛♥ ❜❡ ✏t❛❦❡♥ ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❢♦r ❛❝❤✐❡✈❛❜✐❧✐t②✑ ✭s❡❡ ❬✸✷✱ ✐♥❡q✉❛❧✐t② ✭✾✮❪ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞
r❡♠❛r❦s✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❢♦✉rt❤ ♦♥❡ ❢♦r ♣❛r❛❧❧❡❧ ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s❀ ❛❧s♦ t❤❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥
❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❬✽✱ ❙❡❝✳ ■❱✲❍❪✮✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ❛❝❤✐❡✈❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❛❧②③✐♥❣
✭✺✳✶✮ ✇✐t❤ ✭✺✳✸✮ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ✇♦rst✲❝❛s❡ s❝❡♥❛r✐♦ ✇❤✐❝❤ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ t♦ ❯❘
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❛ss❡ss t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ ✭✺✳✸✮✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s
✺✳✸ ❛♥❞ ✺✳✹ ✇✐t❤ t❤❡ ❘◆❆ ✇✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP❱ ❝♦♥✈❡rs❡
❜♦✉♥❞ ✭❚❤❡♦r❡♠ ✷✳✺✳✷✮ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞ ❢r♦♠ ❬✽❪✳
✺✳✸✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✼✶
✺✳✸ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s
❚❤❡ r❛♥❞♦♠ ♥❛t✉r❡ ♦❢ P❊ ✐♥ ✭✺✳✶✮ ♣r❡✈❡♥ts ✐t ❢r♦♠ ❜❡✐♥❣ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ε0✳ ❚❤✉s✱
✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ n s♦ t❤❛t t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②
P❘ , Pr{P❊ ≤ ε0} ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ α0✿
✭❉❡❧❛②✲❈♦♥✜❞❡♥❝❡✮ ❖P✶✿ nˆ = min
n≥0
n
s✉❜❥❡❝t t♦ P❘ ≥ α0
❙✐♥❝❡ ❧❛t❡♥❝② ✐s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤✶✱ ❖P✶ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ s❡❛r❝❤
❢♦r t❤❡ ❧♦✇❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝② t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ r❡❧✐❛❜✐❧✐t②✳
❊①❝❡♣t ❢♦r L = 1 ✇❤✐❝❤ ✐s tr✐✈✐❛❧✱ t❤❡ ❡①❛❝t ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ P❘ ✐♥✈♦❧✈❡s L✲
❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧s ✇❤✐❝❤ ❜❡❝♦♠❡s q✉✐❝❦❧② ✐♥tr❛❝t❛❜❧❡✳ ❲❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡ ✐♥ s✉❜✲
s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✶ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ P❘✳ ❚✐❣❤t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡s❡ ❜♦✉♥❞s
❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢
♣r♦❜❧❡♠ ❖P✶ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ s✉❜s❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✸✳
✺✳✸✳✶ ❯♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ P❘
❙✉❜st✐t✉t✐♥❣ ✭✺✳✸✮ ✐♥t♦ ✭✺✳✶✮ ②✐❡❧❞s✿
P❘ = Pr
{
Z ≥ θ , Q−1(ε0)
}
✭✺✳✹✮
✇❤❡r❡ Z ,
√
n
V
(
S − kn + log(2n)2n
)
✳ ❍❡♥❝❡ P❘(θ) ✐s t❤❡ ❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❈❉❋ ♦❢ t❤❡
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ Z✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✳ ❋♦r t②♣✐❝❛❧ s❡t✉♣s s✉❝❤ t❤❛t ε0 < 0.5✱ ✇✐t❤ FS(.) t❤❡ ❈❉❋ ♦❢
r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ S✱ P❘ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✹✮ ✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ ❜②✿
P❘ ≥ P❧♦ , 1− FS
(
θ√
n
+
k
n
− log(2n)
2n
)
✭✺✳✺✮
P❘ ≤ P✉♣ , 1− FS
(
k
n
− log(2n)
2n
)
✭✺✳✻✮
Pr♦♦❢✳ ▲❡t Ω = S − kn + log(2n)2n ✱
P❘ = Pr{Z ≥ θ ∩ Ω > 0}+ Pr{Z ≥ θ ∩ Ω ≤ 0} ✭✺✳✼✮
= Pr{Z ≥ θ ∩ Ω > 0} ✭✺✳✽✮
✇❤❡r❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ♦❢ ✭✺✳✼✮ ❡q✉❛❧s t♦ 0 ❜❡❝❛✉s❡ ε0 < 0.5 ❛♥❞ θ = Q−1(ε0) > 0✳
❚❤❡ ✉♣♣❡r✲❜♦✉♥❞ P✉♣ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ✉s✐♥❣ t❤❡ ❋ré❝❤❡t ✐♥❡q✉❛❧✐t②✿
P❘ = Pr{Z ≥ θ ∩ Ω > 0} ≤ Pr{Ω > 0} ✭✺✳✾✮
✶❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❖❋❉▼✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ n ❜② ✜①✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s L ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ nc✳ ❚❤✐s r❡q✉✐r❡s r❡❞✉❝✐♥❣ s✉❜❝❛rr✐❡r s♣❛❝✐♥❣✱
t❤❡r❡❜② ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❞✉r❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❋❉▼ s②♠❜♦❧s ✭❧❛t❡♥❝②✮✳
✼✷ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❘❡❣❛r❞✐♥❣ P❧♦✱ ✭✺✳✺✮ ✐s ♣r♦✈❡❞ ❜② ❧❡tt✐♥❣ Z1 =
√
n
(
S − kn + log(2n)2n
)
=
√
nΩ✱
❛♥❞ ❢r♦♠ ✭✺✳✽✮✱
P❘ = Pr{Z ≥ θ | Ω > 0}Pr{Ω > 0}
≥ Pr{Z1 ≥ θ | Ω > 0}Pr{Ω > 0} = Pr{Z1 ≥ θ}
✭✺✳✶✵✮
❜❡❝❛✉s❡ θ > 0 ❛♥❞ ❣✐✈❡♥ Ω > 0✱ ✇❡ ❤❛✈❡ Z ≥ Z1✳ 
◆♦t❡ t❤❛t P✉♣ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ θ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❛
✈❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②✳ ❆❧s♦✱ t❤❡ t✇♦ ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❝♦♥s✐st❡♥t ✐♥
t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t
lim
n→+∞P❧♦ = limn→+∞P✉♣ = 1 ✭✺✳✶✶✮
✺✳✸✳✷ ❇♦✉♥❞s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✺✳✸✳✷✳✶ ❋♦r ❧❛r❣❡ L
❲❡ ❧❡✈❡r❛❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❬✶✶✶❪ ✭s❡❡ ❛❧s♦ ❬✶✶✷✱ ❙❡❝✳ ■■■✲❇❪✮ st❛t✐♥❣ t❤❛t ❢♦r ✐✳✐✳❞✳ Yl ∼
Exp(µ)✱ t❤❡ S = 1L
∑L
l=1 log(1 + Yl) ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ●❛✉ss✐❛♥ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
N (ν, σ2) ✇✐t❤✿
ν = e1/µE1(1/µ),
σ2 =
1
L
(
2
µ
e1/µG4,03,4
(
1/µ|0,0,00,−1,−1,−1
)
− ν2
) ✭✺✳✶✷✮
✇❤❡r❡ E1(x) ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧ ✐♥t❡❣r❛❧ E1(x) ,
∫∞
1 t
−1e−xtdt ❛♥❞ G(.) ❞❡✲
♥♦t❡s t❤❡ ▼❡✐❥❡r ●✲❢✉♥❝t✐♦♥✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s s❤♦✇ t❤❛t t❤✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✐s ❛❧r❡❛❞② q✉✐t❡ ❛❝❝✉r❛t❡ ❢♦r L ≥ 3 ❛♥❞ t❤❛t t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ✐♠♣r♦✈❡s ✇✐t❤ L✳
✺✳✸✳✷✳✷ ❋♦r L = 2
❇❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✏❧♦✇ ❧❛t❡♥❝②✑ ❛♥❞ ✏s❤♦rt ♣❛❝❦❡t✑ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ t❤✐s ❝❛s❡ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✲
✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❛♥❞ t❤✉s ❞❡s❡r✈❡s ❛ ❝❛r❡❢✉❧ ❞❡❞✐❝❛t❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷✳ ▲❡t S = 12 (log(1 + Y1) + log(1 + Y2)) ✇✐t❤ Y1, Y2 ❛r❡ ✐✳✐✳❞✳
❊①♣(1/λ)✳
❋♦r ♠♦❞❡r❛t❡ ❛♥❞ ❧❛r❣❡ s > 0 s✉❝❤ t❤❛t e2s ≫ 1✱
FS(s) ≈ 1− λe2λK−1(λ, λe2s) ✭✺✳✶✸✮
✇❤❡r❡ K−1(λ, λe2s) ✐s ❛♥ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❇❡ss❡❧ ✭❧❡❛❦② ❛q✉✐❢❡r✮ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❬✶✶✸❪✳
❋♦r s♠❛❧❧ s = 0+✱
FS(s) ≈ 1− eλ−λe2s(λe2s − λ+ 1) ✭✺✳✶✹✮
✺✳✸✳ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛♥❛❧②s✐s ✼✸
Pr♦♦❢✳ ▲❡t U1 = 1 + Y1✱ U2 = 1 + Y2 ❛♥❞ Z = U1U2 t❤❡♥ FS(s) = FZ(e2s)✳ ❚❤❡
❝♦♠♣❧❡♠❡♥t❛r② ❈❉❋ ♦❢ Z ✐s
1− FZ(z) = Pr(U1 ≥ z/U2) = I1 + I2 ✭✺✳✶✺✮
✇❤❡r❡
I1 =
∫ ∞
u2=1
∫ ∞
u1=z/u2
fU1(u1)fU2(u2)du1du2
=
∫ z
u2=1
fU2(u2)(1− FU1(z/u2))du2
= λe2λ
∫ z
u=1
e−λu−
λz
u du
✭✺✳✶✻✮
I2 =
∫ ∞
u2=z
∫ ∞
u1=1
fU1(u1)fU2(u2)du1du2 = e
λ−λz ✭✺✳✶✼✮
❋♦r ❧❛r❣❡ s s✉❝❤ t❤❛t z = e2s ≫ 1✱ I2 ≈ 0 ❛♥❞ I1 ≈ λe2λ
∫∞
1 e
−λu−λz
u du =
λe2λK−1(λ, λz) ✇✐t❤ Kν(a, b) ,
∫∞
1
e−at−b/t
tν+1
dt✳
❋♦r s♠❛❧❧ s✱ ✇❡ ❤❛✈❡ z = 1+ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r✈❛❧ ♦❢ ✐♥t❡❣r❛t✐♦♥ [1, z] ♦❢ I1 ✐s s♦ s♠❛❧❧
t❤❛t ♦♥❡ ♦❢ ♠❛♥② ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✐s I1 ≈ λe2λ(z − 1)e−λu−λzu |u=1 = λ(z − 1)eλ−λz✱
②✐❡❧❞✐♥❣ t❤❡ ✜♥❛❧ r❡s✉❧t✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤✐s t❤❡♦r❡♠ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ 
❆♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦ ✐s t❤❛t s = 0+ ✐s ♦❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ❢♦r ♣r♦❜❧❡♠ ❖P✶
✇❤❡r❡ ❧♦✇ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ✭s♠❛❧❧ ε0✱ ❡✳❣✳ 10−9✮ ❛♥❞ ❤✐❣❤ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ✭❤✐❣❤ α0✱ ❡✳❣✳ 90%✮
❛r❡ t②♣✐❝❛❧❧② r❡q✉✐r❡❞✱ ❧❡❛❞✐♥❣ ✐♥ t✉r♥ t♦ ❧❛r❣❡ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ n ✭❤❡♥❝❡ n≫ k ❛♥❞
n ≫ θ✱ s✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ θ = Q−1(10−9) ≈ 6✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡s s ❛t ✇❤✐❝❤ FS(s)
✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ✐♥ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮ ❛r❡ ❝❧♦s❡ t♦ 0✳
✺✳✸✳✸ ❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❉❡❧❛②✲❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠
❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦❖P✶ ❝❛♥ ♥♦✇ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷
❜② ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ P❧♦ ✐♥ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ P✉♣ ✐♥ ✭✺✳✻✮ ♦✈❡r ❛ r❛♥❣❡ ♦❢ ❝❛♥❞✐❞❛t❡ ✈❛❧✉❡s n✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ♠✉❝❤ ❤❛♥❞✐❡r ✐❢ t❤❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡ s❡❛r❝❤ ♦✈❡r n ❝♦✉❧❞
❜❡ ❛✈♦✐❞❡❞✳ ❚♦ t❤✐s ❛✐♠✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s♦❧✈❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
P❧♦(n⋆) = α0, P✉♣(n
⋆) = α0 ✭✺✳✶✽✮
❢♦r t❤❡ ✉♥❦♥♦✇♥s n⋆ ❛♥❞ n⋆ t♦ s❛♥❞✇✐❝❤ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ r❡✲
str✐❝t❡❞ ✐♥t❡r✈❛❧ n⋆ ≤ n ≤ n⋆✳ ❚❤❡s❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✈❡❞ ❜② ♣♦♣✉❧❛r r♦♦t✲
✜♥❞✐♥❣ ❛❧❣♦r✐t❤♠s✱ ❜✉t ❢✉rt❤❡r s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥ t②♣✐✲
❝❛❧ ❧♦✇✲t❛r❣❡t✲❇▲❊❘ ❤✐❣❤✲❝♦♥✜❞❡♥❝❡ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ n ✐s ♣r❡s✉♠❛❜❧② ❧❛r❣❡
❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛ss✉♠❡ θ√
n
+ kn ≫ log(2n)2n ✱ s♦ t❤❛t ✭✺✳✶✽✮ ❜❡❝♦♠❡s
FS
(
θ√
n⋆
+
k
n⋆
)
= 1− α0,
FS
(
k
n⋆
)
= 1− α0
✭✺✳✶✾✮
✼✹ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷ ✕ ❈❉❋ ♦❢ S✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✮✱ ❛♥❞ ✐ts ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❢♦r
L = 2 ❛t 10 log10(µ = 1/λ) = 0❞❇✳ ❚❤❡ ✐♥❝♦♠♣❧❡t❡ ❇❡ss❡❧ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
❝✉r✈❡ ✭r♦s❡ ♣❧✉s✮ ✐s ❢r♦♠ ✭✺✳✶✸✮ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐♥❡❛r ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❝✉r✈❡ ✭❜❧❛❝❦ r♦✉♥❞✮ ✐s
❢r♦♠ ✭✺✳✶✹✮✳
❋♦r ❧❛r❣❡ L✱ S ✐s ✇❡❧❧ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❞ ❜② ❛ ◆♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭s❡❡ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✮✱ ✇❤❡♥❝❡
n⋆ =
⌈
4k2(√
∆(≥3) −Q−1(ε0)
)2
⌉
, ✭✺✳✷✵✮
n⋆ =
⌈
k
ν + σQ−1(α0)
⌉
✭✺✳✷✶✮
✇❤❡r❡ ∆(≥3) = (Q−1(ε0))2 + 4k(σQ−1(α0) + ν) ❛♥❞ ν, σ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✶✷✮✳
❋♦r s♠❛❧❧ L✱ ❛s ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳✷✱ t❤❡ ❧♦✇✲t❛r❣❡t✲❇▲❊❘ ❤✐❣❤✲
❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ FS(s) ≈ 1−eλ−λe2s(λe2s−λ+1) ✇❤❡r❡ λ = µ−1 ✭s❡❡
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✷✮✳ ▲❡t x = λ(e2s − 1) ❛♥❞ ❛❢t❡r ❛ ❢❡✇ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s✱
n⋆ =
⌈
4k2(√
∆(2) −Q−1(ε0)
)2
⌉
, ✭✺✳✷✷✮
n⋆ =
⌈
2k
log(1 + µx)
⌉
✭✺✳✷✸✮
✇❤❡r❡ ∆(2) = (Q−1(ε0))2 + 2k log(1 + µx) ❛♥❞ x ✐s t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢
log(1 + x)− x = log(α0),
✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥❧② ♦♥ α0 ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡✣❝✐❡♥t❧② ❜② ♣♦♣✉❧❛r
r♦♦t✲✜♥❞✐♥❣ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠❡t❤♦❞s✳
✺✳✹✳ ❘❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ✼✺
✺✳✸✳✹ ❊①❛♠♣❧❡s ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r ❉❡❧❛②✲❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ♣r♦❜❧❡♠
❆♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s t♦ ♣r♦❜❧❡♠❖P✶✱ ✐✳❡✳ t❤❡ s♠❛❧❧❡st ❝♦❞❡ ❧❡♥❣t❤ n t❤❛t s❛t✐s✜❡s
❣✐✈❡♥ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸ ❢♦r
L = 5 ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹ ❢♦r L = 2✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦ nc = n/L ❛t ✜①❡❞ L✱ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❡❛♥
❙◆❘ µ✳ ❚❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛ t②♣✐❝❛❧ ❯❘▲▲❈ s❡t✉♣✿ t❤❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ✐s
s❡t t♦ ε0 = 10−5 ❬✾✽✱ ❙❡❝✳ ✼✳✾❪ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✐s s❡t t♦ α0 = 90%✳
■♥ ❜♦t❤ ✜❣✉r❡s✱ ✇❡ ✜rst ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❘◆❆ ✭✺✳✸✮ ❛r❡
✈❡r② ❝❧♦s❡ t♦ t❤♦s❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ PP❱ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞ ✭✉s✐♥❣ t❤❡ ♠❡t❤♦❞ ♦❢ ❬✽❪✮✱
t❤❡r❡❜② ❞❡♠♦♥str❛t✐♥❣ t❤❡ ❛❝❝✉r❛❝② ♦❢ t❤❡ ❘◆❆ ✐♥ s❡❛r❝❤✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s♦❧✉t✐♦♥
t♦ ♣r♦❜❧❡♠ ❖P✶✳
❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st r❡q✉✐r❡❞ n ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❙◆❘ µ ✐♥❝r❡❛s❡s
❢♦r ❛❧❧ ❝✉r✈❡s✳
❚❤❡ ❜♦✉♥❞s P❧♦ ❛♥❞ P✉♣ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■t ✐s
♦❜s❡r✈❡❞ ❤❡r❡ t❤❛t t❤❡ ❤✐❣❤❡r t❤❡ ♠❡❛♥ ❙◆❘ µ✱ t❤❡ ❝❧♦s❡r t❤❡ ❜♦✉♥❞s t♦ P❘✳ ❋✐♥❛❧❧②✱
t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♦❢ ❖P✶ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✺✳✷✵✮ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸
❛♥❞ ✭✺✳✷✷✮ ❢♦r ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❝❧♦s❡❧② ♠❛t❝❤ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮✳ ❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t P❧♦ t✐❣❤t❧② ❛♣♣r♦❛❝❤❡s P❘
❛s t❤❡ ♠❡❛♥ ❙◆❘ µ ✐♥❝r❡❛s❡s ❢♦❧❧♦✇s ❢r♦♠ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❢♦r ❧❛r❣❡ µ✱ V ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦
❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ 1✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ Z1 ✐s ♠♦r❡ ❧✐❦❡❧② t♦ ❜❡ Z ✭s❡❡ t❤❡ ♣r♦♦❢ ♦❢ ❚❤❡♦r❡♠ ✺✳✸✳✶✮✳
❘❡❣❛r❞✐♥❣ ♥♦✇ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ P❘ ❛♥❞ P✉♣✱ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ♦❢ ✭✺✳✾✮ s✉❣❣❡sts t❤❛t t❤❡
❜❡tt❡r t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧ q✉❛❧✐t② ✭❤✐❣❤❡r µ✮✱ t❤❡ ❡❛s✐❡r ✐t ✐s t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘
✭❡✈❡♥t Z > θ = Q−1(ε0)✮ ✐♥ t❤❡ ♥♦♥✲♦✉t❛❣❡ ❝❛s❡ ✭❡✈❡♥t Ω = S − kn + log(2n)2n > 0✮✳
◆♦t❡ t❤❛t s✐♥❝❡ L ✐s ✜①❡❞ ❤❡r❡✱ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❖P✶ ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣r❡ss❡❞ ❛s nc =
n/L✳ ■♥ ❖❋❉▼✲❜❛s❡❞ s②st❡♠s✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ nc ✐s t❛♥t❛♠♦✉♥t t♦ r❡❞✉❝✐♥❣ s✉❜❝❛rr✐❡r
s♣❛❝✐♥❣ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ t❤❡ ❖❋❉▼ s②♠❜♦❧ ❞✉r❛t✐♦♥ ✭❧❛t❡♥❝②✮✳ ❋♦r t❤❛t
r❡❛s♦♥✱ t❤❡ s♠❛❧❧❡st n✱ ❛♥❞ ❛❧s♦ t❤❡ s♠❛❧❧❡st nc✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ✏❧♦✇❡st
♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝②✑ t❤❛t ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ r❡q✉✐r❡❞ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ❛♥❞ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡✳ ❖♥❡
♠❛② ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡❧② ✜① nc ❛♥❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ❛❞❥✉st L✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t②♣✐❝❛❧
r❡s♦✉r❝❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ✺● ◆❘ ❛♥❞ ❢♦r♠s t❤❡ ❜❛s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠
✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❙❡❝t✐♦♥✳
✺✳✹ ❘❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛
❆s ❛ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ ✇❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♦❢
r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ✺● ◆❘ ❖❋❉▼ ❬✶✵✾❪✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ❯❘▲▲❈ ❡①tr❡♠❡
r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✱ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ♠✉st ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ ♣r♦❛❝t✐✈❡ ♠❛♥♥❡rs✳ ❚♦ t❤✐s
❡♥❞✱ ❘▲▼ ❬✶✵✶✱ ❙❡❝✳ ✼✳✷✸❪❬✶✵✷✱ ❙❡❝✳ ✽✳✶❪ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t ✇❤❡t❤❡r t❤❡ ❝✉rr❡♥t
❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ✐s r❡❧✐❛❜❧❡ ❜② r❡❣✉❧❛r❧② ❡st✐♠❛t✐♥❣ t❤❡ ❇▲❊❘ ♦❢ ❛ ❤②♣♦t❤❡t✐❝❛❧ ❝♦♥tr♦❧
♠❡ss❛❣❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ q✉❛❧✐t② ♠❡tr✐❝s s✉❝❤ ❛s
❙◆❘✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣✉r♣♦s❡ ♦❢ ❘▲▼✱ ✐♥ ❜r✐❡❢✱ ✐s t♦ ❞❡❝❧❛r❡ ❘▲❋ ✐❢ ❛❢t❡r N♦✉t ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡
❡✈❡♥ts [♣r❡❞✐❝t❡❞ ❇▲❊❘ > ε♦✉t] ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ♦✉t✲♦❢✲s②♥❝✮✱ ❞✉r✐♥❣ t❤❡ ♥❡①t T310 t❡sts✱
✼✻ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
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❝♦♥✜❞❡♥❝❡ 90% t♦ tr❛♥s♣♦rt k = 128 ♥❛ts ❢♦r L = 2✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ❝✉r✈❡s
❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✭✺✳✷✷✮✳ ❚❤❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ P❧♦ ❛♥❞ P✉♣ ❝✉r✈❡s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✺✳✹✳ ❘❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ tr❛❞❡✲♦✛ ✼✼
t❤❡r❡ ❛r❡ ♥♦t N✐♥ ❝♦♥s❡❝✉t✐✈❡ [♣r❡❞✐❝t❡❞ ❇▲❊❘ < ε✐♥] ❡✈❡♥ts ✷✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦❢ ❘▲▼
❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✵✸✱ ❙❡❝✳ ✷✷✳✼❪✳
❚♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥✱ ②❡t st❛② ❢♦❝✉s❡❞
♦♥ t❤❡ ❡ss❡♥❝❡ ♦❢ ✭✺✳✶✮✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥ ✭s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❧✐♥❦ ❧❡✈❡❧✮
♦✉t❛❣❡ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♦✉t✲♦❢✲s②♥❝ ❡✈❡♥t ♦❝❝✉rs✳ ❯♥❞❡r t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧
r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✉s❡rs r❡❛❞s✿
✭❘❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣✮ ❖P✷✿ nˆ1 = argmax
0≤n1≤N
k❡❢1 + k
❡❢
2
✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t k❡❢1 + k
❡❢
2 ❛s
k❡❢1 , k1
(
1− (Pr{P ✭✉s❡r✶✮❊ ≥ ε1})N♦✉t
)
k❡❢2 , k2
(
1− (Pr{P ✭✉s❡r✷✮❊ ≥ ε2})N♦✉t
)
❍❡r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❜❧♦❝❦s N = n1 + n2 ✐s ✜①❡❞ ❛♥❞ ✉s❡r ✶
✭r❡s♣✳ ✉s❡r ✷✮ ✐s ❛❧❧♦❝❛t❡❞ n1 ✭r❡s♣✳ n2✮ ❜❧♦❝❦s t♦ tr❛♥s♣♦rt k1 ✭r❡s♣✳ k2✮ ❜✐ts ❛t
t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ε1 ✭r❡s♣✳ ε2✮✳
❯s✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ t♦ s♦❧✈❡❖P✷✱ ✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✉t✐♦♥s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡ ✭s❛♠❡ t❛r❣❡t ❇▲❊❘ ε1 = ε2 ✇✐t❤
s❛♠❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ k1 = k2✮✱ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤
✭ε1 = ε2 ❜✉t ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s k1 6= k2✮✱ ❛♥❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs t❤❛t
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❇▲❊❘✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡ t❛❦❡
❛ ✺● ◆❘ ❢r❛♠❡ str✉❝t✉r❡✿ N = 50 ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s✱ ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦s❡❞ ♦❢ nc = 2 × 12
s✉❜❝❛rr✐❡rs ✭♠✐♥✐✲s❧♦t✮ ❬✶✵✾❪ ✸✳ ❚❤❡ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❛r❡ ❛r♦✉♥❞ 32 ❜②t❡s ❬✾✽❪✳
■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t ✐♥ ❛❧❧ ✜❣✉r❡s✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛♥ ♦♣t✐♠❛❧✱ ♥♦♥✲♥❡❝❡ss❛r✐❧② ✉♥✐q✉❡
r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ str❛t❡❣② t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❛♥❞ ♦✉r
❛♥❛❧②s✐s ❛❧❧♦✇s ✉s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ s✉❝❤ ❛ str❛t❡❣② ✇✐t❤♦✉t r❡s♦rt✐♥❣ t♦ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ◆♦t❡ ❛❣❛✐♥ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ t❤❡ ❘◆❆ ❛♥❞
t❤❡ PP❱ ❝♦♥✈❡rs❡ ❜♦✉♥❞✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞✱ t❤❡r❡ ♠❛② ❜❡ ♠♦r❡ t❤❛♥ ♦♥❡ str❛t✲
❡❣② t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s t❤❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t✳ ❆❧s♦✱ ❛ ♠♦r❡ t♦❧❡r❛♥t r❡❧✐❛❜✐❧✐t②
r❡q✉✐r❡♠❡♥t✱ ✐✳❡✳ ❣r❡❛t❡r N♦✉t✱ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉❝❤ str❛t❡❣✐❡s✳ ❚❤✐s ❝❛♥ ❜❡
✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② ♥♦t✐♥❣ t❤❛t ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ N♦✉t r❡❞✉❝❡s ❡①♣♦♥❡♥t✐❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❦
❧❡✈❡❧ ♦✉t❛❣❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t②❀ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ str❛t❡❣② ❛♥❞ ✐ts
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♦♥❡s ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
■♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✺✱ t✇♦ ✉s❡rs ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ❤❡♥❝❡ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛r✐♥❣
str❛t❡❣② ✐s ❡q✉❛❧ s❤❛r✐♥❣✱ ❛s ❡①♣❡❝t❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ✉s❡r ♥❡❡❞s t♦
tr❛♥s♠✐t ❛ ❧♦♥❣❡r ♠❡ss❛❣❡✱ ✐♥t✉✐t✐✈❡❧② ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛❧❧♦❝❛t❡ ♠♦r❡ r❡s♦✉r❝❡ ❜❧♦❝❦s t♦
t❤❛t ✉s❡r✱ ❛s ❝♦♥✜r♠❡❞ ❜② ❋✐❣✉r❡ ✺✳✻✳ ❋♦r t❤❡ t❤✐r❞ ❝❛s❡ ✇❤❡r❡ ✉s❡rs ❛r❡ ✐♥❡q✉❛❧ ✐♥
❜♦t❤ ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤ ❛♥❞ t❛r❣❡t ❇▲❊❘✱ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ s❤❛r✐♥❣ str❛t❡❣② ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡
s♣❡❝✐✜❝ s❡t✉♣ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✼✳
✷❚❤❡ ❝♦✉♥t❡rs N♦✉t✱ N✐♥ ❛♥❞ T310 ❛r❡ ❝♦♥✜❣✉r❡❞ ❜② ♥❡t✇♦r❦ ♦✇♥❡rs❀ ε♦✉t ❛♥❞ ε✐♥ ✉s✉❛❧❧② ❡q✉❛❧
t♦ 10% ❛♥❞ 2% r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❍❡r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ε♦✉t ❛♥❞ ε✐♥ ❛r❡ ♠✉❝❤ ❡①tr❡♠❡✳
✸❲❡ ❤❛✈❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♦✉r s②st❡♠ ♠♦❞❡❧ t♦ ❝♦❞❡ ♦✈❡r t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ❖❋❉▼ s②♠❜♦❧s✳ ❇❡❝❛✉s❡ ♦❢
t❤❡ s❧♦✇ ❢❛❞✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥✱ t❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✳
✼✽ ✺✳ ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❢♦r ❘❡❧✐❛❜❧❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✺ ✕ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢
t❤❡ s❛♠❡ t②♣❡✿ ✭k1 = 250❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 = 250❜✐ts✱ ε2 = 10−5✮✳ ❚♦t❛❧
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2 × 12 s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✻ ✕ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s✿ ✭k1 = 150❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 = 250❜✐ts✱ ε2 = 10−5✮✳
❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2 × 12 s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤
❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳
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❋✐❣✉r❡ ✺✳✼ ✕ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs t❤❛t
❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ❛♥❞ ❛❧s♦ ❞✐✛❡r❡♥t t❛r❣❡t ❇▲❊❘✿ ✭k1 = 100❜✐ts✱ ε1 =
10−6✮ ❛♥❞ ✭k2 = 500❜✐ts✱ ε2 = 10−2✮✳ ❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2×12
s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳
✺✳✺ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛ss❡ss
r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐♥ ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❝♦♥t❡①t✳ ❆s ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞ ✇✐t❤
▲♦✇ ▲❛t❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡st
r❡s✉❧ts ♦♥ ❜❧♦❝❦ ❡rr♦r r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❋✐♥✐t❡ ❇❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❝❛rr✐❡❞
♦✉t ❢♦r ❘❛②❧❡✐❣❤ s❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst ♦❜t❛✐♥❡❞ ❧♦✇❡r
❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛r❡ t✐❣❤t ❛t ❤✐❣❤ ❙◆❘✱
❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡
✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❡❡t ❛ ❣✐✈❡♥
t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✇✐t❤ ❛ ❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣
t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✉s❡rs ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✺● ◆❡✇ ❘❛❞✐♦ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s t♦ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ ♦✉r
❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❢♦r♠✉❧❛s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s❤♦✇♥ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜② ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞
❤❡r❡✳

✻❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡
❙❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ♠❛♥❞❛t♦r② ❜r✐❝❦s t♦ s✉♣♣♦rt ✉♣❝♦♠✐♥❣ ✇✐r❡❧❡ss ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ❣♦❛❧s ♦❢ t❤✐s P❤❉ t❤❡s✐s ✐s t♦ r❡✈✐s✐t ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ❞❡s✐❣♥
❢♦r s❤♦rt✲♣❛❝❦❡t ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ❛♥❞ t♦ ♣r♦♣♦s❡ ♥❡✇ ❞❡s✐❣♥ ❣✉✐❞❡❧✐♥❡s ❧❡✈❡r❛❣✐♥❣
t❤❡ ❧❛t❡st r❡s✉❧ts ♦♥ ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ✇❡ ❝♦♥❝✐s❡❧② r❡✈✐❡✇❡❞ t❤❡ ❧❛t❡st ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❝♦❞✐♥❣ r❡s✉❧ts
t❤❛t ✇♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✇❡ r❡✈✐❡✇❡❞ s♦♠❡ ❜♦✉♥❞s
♦♥ ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡ ✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❢♦r ❣❡♥❡r❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ❛♥❞ ❛r❡ ❦♥♦✇♥
t♦ ❜❡ ❜♦t❤ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② tr❛❝t❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛s②♠♣t♦t✐❝❛❧❧② t✐❣❤t✳ ❚❤❡ r❡✈✐❡✇ ✇❛s ♥♦t
r❡str✐❝t❡❞ t♦ ♠❡♥t✐♦♥✐♥❣ t❤❡ r❡s✉❧ts ❜✉t ❛❧s♦ ❞✐s❝✉ss❡❞ t❤❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❜❡❤✐♥❞ ❛♥❞
❤♦✇ t♦ ❛♣♣❧② t❤❡♠✳ ❲❡ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞ s♦♠❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡✐r r❡❧❛t✐✈❡
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❝♦st✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✸✱ ✇❡ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❛ s✉r✈❡② ♦❢ ♣♦♣✉❧❛r s②st❡♠s t❤❛t s✉♣♣♦rt s❤♦rt ❢r❛♠❡s✳
❲❡ ❛tt❡♠♣t❡❞ t♦ ❝❧❛ss✐❢② t❤❡♠ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❝r✐t❡r✐❛✳ ❋r♦♠ t❤❡ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱
✇❡ ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t t❤❡② ✇❡r❡ ♠♦st ❞✐✛❡r❡♥t ✐♥ t❤❡✐r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
♦✉r ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ✇❛s t♦ ❛♥s✇❡r ✇❤❡t❤❡r ♦♥❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ ✇❛s ❜❡st s✉✐t❡❞ t♦ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ✐❞❡♥t✐✜❡❞ t❤❡ ❢♦✉r ♠♦st ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✱
✇❤✐❝❤ ✇❡r❡ ❯◆❇✱ ❈P✲❖❋❉▼✱ ❉❙❙❙ ❛♥❞ ❈❙❙✱ t♦ s✉❣❣❡st ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❚❤❡ ✐❞❡❛
✇❛s t♦ ❝♦♠❡ ✉♣ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ❧✐♥❡❛r ♠♦❞❡❧s ♦❢ t❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ s❝❤❡♠❡s t❤❛♥❦s
t♦ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛ss❡ss❡❞ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ❝♦❞✐♥❣ r❛t❡s✳ ❚❤❡ r❛t❡s ✇❡r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✐♥ ❛
♠✉❧t✐✲♣❛t❤ ❘❛②❧❡✐❣❤ ❜❧♦❝❦ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ ❛❧❧ t❤❡
s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s✱ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ s②♠❜♦❧ ❛❧♣❤❛❜❡t✱ ❛♥❞ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② t❤❡ ❧✐♥❡❛r
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❈❙❙ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡s❡ r❡s✉❧ts ❝♦✉❧❞ ♦♥❧② ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ✜rst ✐♥s✐❣❤t ♦♥
t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ♦❢ ✐♥t❡r❡st✳ ❆s ❛ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ t❤❡s❡ ❞✐s❝r❡t❡ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥
❡✈♦❧✈❡ t♦✇❛r❞s ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♦♥❡s✱ ❧✐❦❡ ❛ss✉♠✐♥❣ ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢♦r t❤❡ s♣r❡❛❞
s♣❡❝tr✉♠ t❡❝❤♥✐q✉❡s✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ♠✉❧t✐✲✉s❡r ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♥❛rr♦✇✲❜❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✱
✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ ▼■▼❖ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❡t❝✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜✲
❛❜✐❧✐t② ✐♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♦✈❡r ❆❲●◆ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❆ s②♥✲
❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ✇❛s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡✐t❤❡r ❝♦♥❝❛t❡♥❛t❡❞ ♦r s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞ t♦ ❞❛t❛
s②♠❜♦❧s✳ ❚❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❡rr♦r ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ✇❛s ✉s❡❞ t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ t❤❡ ♦✈❡r❤❡❛❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ❛♥❞ t❤❡ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ t♦t❛❧ tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❛✈❡r✲
❛❣❡ s②♠❜♦❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ ❛ ❣✐✈❡♥ ❢r❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ ✉s✐♥❣ t❤❡ r❡❝❡♥t r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ✜♥✐t❡
❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❝♦❞✐♥❣ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s✳ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥s ✇✐t❤ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ s❝❤❡♠❡ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ♦✉r r❡s✉❧ts ✇❡r❡ t✐❣❤t ❡♥♦✉❣❤ t♦ ✜♥❞ t❤❡ ♦♣t✐✲
♠❛❧ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♦✈❡r❤❡❛❞✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s s❤♦✇❡❞ t❤❛t t❤❡
♦♣t✐♠❛❧ ♦✈❡r❤❡❛❞s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❛❝t✐❝❛❧
✽✷ ✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ❛♥❞ P❡rs♣❡❝t✐✈❡
✸●PP ✺●✲◆❘ ❉♦✇♥❧✐♥❦ s❝❤❡♠❡✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✉s✐♥❣ ❛ s✉♣❡r✐♠♣♦s❡❞
s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ✇♦r❞ ❛♥❞ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♥❣ ✐t t♦ ❞❛t❛ s②♠❜♦❧s ✇❛s ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❲❡
♥♦t❡ t❤❛t ❛❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ♦❢ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ t❤❡ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❤❛s ❜❡❡♥ ✈❛❧✐❞❛t❡❞ ❜② ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✐t ✇♦✉❧❞ ❜❡
♠♦r❡ r✐❣♦r♦✉s t♦ ❛ss❡ss t❤❡ t✐❣❤t♥❡ss ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞ t♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✲
✐♥❣ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ♥♦ t✐❣❤t ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t✐❧❧ t❤❡ ❞❛t❡✳
❚❤✐s ✐s ✐♥ ❢❛❝t t❤❡ s❛♠❡ ♦♣❡♥ ✐ss✉❡ ❛s ❢♦r t❤❡ ♣✐❧♦t ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ ❛❧s♦
❢♦r t❤❡ ❜✉rst tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠✳ ❆❧❧ t❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤✐s
✐ss✉❡ ❞♦❡s ♥♦t ❦❡❡♣ ♦♥❡ ❢r♦♠ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s t♦ ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡ t❤❡
tr❛❞❡✲♦✛ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✈❡r❤❡❛❞ ✭♣✐❧♦ts ❛♥❞ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❤❡❛❞❡r✮ ❛♥❞ ❞❛t❛ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ❞❡❝♦❞✐♥❣✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡ ❧✐♠✐t ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ♦♥❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ t❤❡
❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞ ♦♥ ❢❛❧s❡ s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ ❢r❛♠❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐③❛t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ❜✐♥❛r② ❤②♣♦t❤❡s✐s t❡st✐♥❣ ♣r♦❜❧❡♠ ✭❝♦rr❡❝t ♣♦s✐t✐♦♥ ✈❡rs✉s
❡✈❡r②t❤✐♥❣ ❡❧s❡✮✱ ❢r♦♠ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ◆❡②♠❛♥✲P❡❛rs♦♥ ❧❡♠♠❛ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ❋✉t✉r❡
✇♦r❦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❚❤✐s ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② ❛❞❞✐♥❣ ♦♥❡ ♠♦r❡
r❛♥❞♦♠ ❢❛❝t♦r ✭❢❛❞✐♥❣✮✱ ❤❡♥❝❡ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣r♦♠✐s❡❞ t♦ ❜❡ ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡s✐r❡❞✳ ❆❧s♦✱ s♣♦r❛❞✐❝✱ ✐♠♣✉❧s✐✈❡ tr❛♥s♠✐s✲
s✐♦♥s ❛s ♠❛② ❛r✐s❡ ❢r♦♠ t❤❡ ✉♥❝♦♦r❞✐♥❛t❡❞ ♥❛t✉r❡ ♦❢ ■♦❚✱ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ t♦
t❤❡ st✉❞② ❜② ✉s✐♥❣ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ t♦♦❧s s✉❝❤ ❛s ❤❡❛✈② t❛✐❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❛♠♦♥❣ ✇❤✐❝❤
▲é✈② ❛❧♣❤❛✲st❛❜❧❡ ✐s ❛ ♣♦♣✉❧❛r ❝❤♦✐❝❡✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✺✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❛s ❛ ✇❛② t♦ ❛ss❡ss
t❤❡ r❡❧✐❛❜✐❧✐t② ♦❢ ✉❧tr❛ r❡❧✐❛❜✐❧❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❆s ❯❧tr❛ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ✐s ✉s✉❛❧❧② ❧✐♥❦❡❞
✇✐t❤ ▲♦✇ ▲❛t❡♥❝② ❝♦♥str❛✐♥t✱ ✇❡ ❛♥❛❧②③❡ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ✉s✐♥❣ t❤❡
❧❛t❡st r❡s✉❧ts ♦♥ ❜❧♦❝❦ ❡rr♦r r❛t❡ ✐♥ t❤❡ ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ r❡❣✐♠❡✳ ❚❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ✇❛s
❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ❢♦r ❘❛②❧❡✐❣❤ s❧♦✇ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜❧♦❝❦✲❢❛❞✐♥❣ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✜rst ♦❜✲
t❛✐♥❡❞ ❧♦✇❡r ❛♥❞ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞s ♦♥ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ t❤❛t ❛r❡ t✐❣❤t ❛t
❤✐❣❤ ❙◆❘✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦♣♦s❡❞ t❤❡✐r ❛♥❛❧②t✐❝ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡s❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s
✇❡r❡ ✉s❡❞ t♦ s♦❧✈❡ t✇♦ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ❝♦♥s✐sts ✐♥ ✜♥❞✐♥❣ t❤❡
♠✐♥✐♠✉♠ ❝♦❞❡✇♦r❞ ❧❡♥❣t❤ r❡q✉✐r❡❞ t♦ ♠❡❡t ❛ ❣✐✈❡♥ t❛r❣❡t ❜❧♦❝❦✲❡rr♦r✲r❛t❡ ✇✐t❤ ❛
❣✐✈❡♥ ❝♦♥✜❞❡♥❝❡ ❛♥❞ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③✐♥❣ t❤❡ ♦♣t✐♠❛❧ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣
❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ✉s❡rs ✐♥ ❛ t②♣✐❝❛❧ ✺● ◆❡✇ ❘❛❞✐♦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❝❡♥❛r✐♦✳ ❙♦❧✉t✐♦♥s
t♦ ❜♦t❤ ♣r♦❜❧❡♠s ✇❡r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✈❡r② ❢❛st ✇✐t❤ ♦✉r ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝✉♠❜❡rs♦♠❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ s♦❧✉t✐♦♥s ✇❡r❡ s❤♦✇❡❞ t♦ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ♠❛t❝❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❜②
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ ❜♦✉♥❞s ✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤❡ ✇❡❛❦♥❡ss ♦❢ t❤❡
♦❜t❛✐♥❡❞ r❡s✉❧ts ✐s t❤❛t t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ❡①❛❝t ✈❛❧✉❡s ♥♦r ❜♦✉♥❞s✱ ❜✉t ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤✐s ✐s t❤❡ ♣r✐❝❡ ✇❡ ❛r❡ ✇✐❧❧✐♥❣ t♦ ♣❛② ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❤❛✈❡ ❛♥❛❧②t✐❝ ❡①♣r❡s✲
s✐♦♥s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❡❛s✐❧② ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡❞ ✐♥t♦ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ❛s
❛ ♣♦ss✐❜❧❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❘❡❧✐❛❜✐❧✐t② ❈♦♥✜❞❡♥❝❡ ❧❡✈❡❧ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ✉s❡❞ t♦
❛ss❡ss t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ♦❢ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧s✳
❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t ❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s t❤❡s✐s ❛r❡ ❝♦♥✜♥❡❞ t♦ ♣♦✐♥t✲t♦✲♣♦✐♥t
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✳ ■t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❛♥❞ ♣r♦♠✐s✐♥❣✱ t♦ ❡①♣❛♥❞ t❤❡ ❛♥❛❧②s✐s ❛t ❤✐❣❤❡r ❧❡✈❡❧s
✐♥ t❤❡ ♣r♦t♦❝♦❧ st❛❝❦✳ ❖❢ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ✐♥t❡r❡st ✐s t❤❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ t♦ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛✲
t✐♦♥s✱ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❡✳❣✳ ❢♦r q✉❡✉✐♥❣ ♦r ✉s❡r s❝❤❡❞✉❧✐♥❣✱ ✉s✐♥❣ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ r❡s✉❧ts ❢r♦♠
✽✸
st♦❝❤❛st✐❝ ❣❡♦♠❡tr②✳
❚♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡✱ ❜② ✐♥❝♦r♣♦r❛t✐♥❣ t❤❡ ❧❛t❡st r❡s✉❧ts ♦❢ ✜♥✐t❡ ❜❧♦❝❦❧❡♥❣t❤ ❝♦❞✐♥❣ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ t❤❡♦r② t♦ ❛❝❦♥♦✇❧❡❞❣❡ t❤❡ r✐s✐♥❣ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s✱ t❤❡ ❞❡s✐❣♥
♣❛r❛❞✐❣♠ ♦❢ ❞✐❣✐t❛❧ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥s✐❞❡r❛❜❧② ❞✐✛❡r❡♥t✳ ❚❤✐s
✐♥❞❡❡❞ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ ❣r❡❛t ❞❡❛❧ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s ❢♦r ❡✈❡r② ❛s♣❡❝t ♦❢ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ s②st❡♠s✳

❆♣♣❡♥❞✐❝❡s

❆♣♣❡♥❞✐① ❆
❙♦❆ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s
❚❤✐s ❛♣♣❡♥❞✐① s❡r✈❡s ❛s ❛ ✭♥♦♥✲❡①❤❛✉st✐✈❡✮ ❝❛t❛❧♦❣ ♦❢ ❝✉rr❡♥t s②st❡♠s s✉♣♣♦rt✐♥❣
s❤♦rt ♣❛❝❦❡ts✳
❆✳✶ ❙✐❣❢♦①
❙✐❣❢♦① ✐s t❤❡ ✜rst ▲P❲❆◆ ❧❛✉♥❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛r❦❡t ❛♥❞ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t ❤❛s ❜❡❡♥ ❛❣❣r❡s✲
s✐✈❡❧② r♦❧❧❡❞ ♦✉t s✐♥❝❡✳ ■♥ ❋❡❜r✉❛r② ✷✵✶✾✱ ❙✐❣❢♦① ♠❛❞❡ ♣✉❜❧✐❝ ✐ts r❛❞✐♦ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥s
❢♦r ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❞❡✈✐❝❡s ❬✶✶✹❪✳
❆s t❤❡ ❡✛♦rts ♦❢ r❡❞✉❝✐♥❣ ♥❡t✇♦r❦ ❝♦st✱ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ❧♦♥❣ r❛♥❣❡✱ ❛♥❞ r❛♣✐❞ ❞❡✲
♣❧♦②♠❡♥t✱ t❤❡ s✉❜✲●❍③ ■❙▼ ❜❛♥❞ ❝❛rr✐❡r ✐s s❡❧❡❝t❡❞ t❤❛♥❦s t♦ ✐ts ❧✐❝❡♥s❡✲❡①❡♠♣t
❛♥❞ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✲❢❛✈♦r❛❜❧❡ ♥❛t✉r❡s✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ❙✐❣❢♦① ✇♦r❦s ❛t ❛r♦✉♥❞ 868▼❍③ ✐♥
❊❯ ❛♥❞ 902▼❍③ ✐♥ ❯❙✳
❚❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❇P❙❑ ✐♥ ❛♥ ❯◆❇ ♦❢ 100❍③ ✐♥ ❯▲✱
❛♥❞ ●❋❙❑ ✐♥ ❉▲✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❧♦✇ r❛t❡s ❢♦r ❯▲ ❛♥❞ ❉▲ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ 100❜♣s ❛♥❞
600❜♣s✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭100❜❛✉❞s ❛♥❞ 600❜❛✉❞s ❬✶✶✺❪✮✳ ❚❤❡ ♠♦✈❡ t♦ t❤❡ ❡①tr❡♠❡ ❯◆❇
♠❛❦❡s ❤✐st♦r② ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t ❛♥❞ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉♣♣♦rt❡❞ ❡♥❞ ❞❡✲
✈✐❝❡s ❛r❡ ✐♥❝r❡❛s❡❞✱ s♦ ❞♦ t✐♠❡ ♦♥ ❛✐r ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❆❧s♦✱ ❞❛t❛ r❛t❡ ✐s
❞❡❝r❡❛s❡❞ t❤❛t ❧✐♠✐ts ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✉s❡✲❝❛s❡s✳ ❚♦ ❛❞❞r❡ss t❤❡s❡ ✐ss✉❡s ♦❢ ❯◆❇✱ ❙✐❣❢♦①
♣❛r❛♠❡t❡rs ❛r❡ ❝❛r❡❢✉❧❧② s❡❧❡❝t❡❞ t♦ ❡♥s✉r❡ ♥❡t✇♦r❦ ❢✉♥❝t✐♦♥❛❧ st❛❜✐❧✐t② ❛♥❞ t♦ ❜❡
❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ r❡❣✐♦♥❛❧ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s✳
◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❦❡② ❢❛❝t♦r ❢♦r ❯◆❇ s②st❡♠s ✐s t❤❡ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ♦s❝✐❧❧❛t♦r✳ ■♥❞❡❡❞✱
❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♥✐♥❡ss ♦❢ ❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ✉♥❝❡rt❛✐♥t② ✐s ❤✐❣❤✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧♦✇
❝♦st q✉❛rt③ ❝r②st❛❧s ✭❡✳❣✳ ❛t 868▼❍③✱ ❛ 20♣♣♠ ❝r②st❛❧ ❤❛s ❛ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ±17❦❍③✮✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞✳ ❋♦r ❯▲✱ t❤❡ ✐ss✉❡ ✐s ♣❛rt❧② s♦❧✈❡❞
✐♥ ▼❆❈ ❧❛②❡r ❜② ♦✛✲❧♦❛❞✐♥❣ ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ t♦ ❧♦♦❦ ❢♦r s✐❣♥❛❧ t♦ ❞❡♠♦❞✉❧❛t❡ ✐♥ t❤❡ ❡♥✲
t✐r❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜❛♥❞✳ ❚❤✐s r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ r❛♥❞♦♠ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ✐♥ ❜♦t❤ t✐♠❡ ❛♥❞
❢r❡q✉❡♥❝② ❢♦r ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ✶✱ ✇✐t❤♦✉t t❤❡ ♥❡❡❞ ♦❢ ❝❛rr✐❡r s❡♥s✐♥❣✿ ❛ s✐♥❣❧❡ ♠❡ss❛❣❡
✐s tr❛♥s♠✐tt❡❞ ✉♣ t♦ t❤r❡❡ t✐♠❡s✳ ❚❤❛♥❦s t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧❛r❣❡ t♦t❛❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤
✭❛❜♦✉t 192❦❍③✮✱ t❤❡ ♣r♦❜❛❜✐❧✐t② ♦❢ ❝♦❧❧✐s✐♦♥ ✐s ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ❉▲✱ ✇❤✐❝❤ ✐s
♥♦t ✐♥✐t✐❛❧❧② s✉♣♣♦rt❡❞✱ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ♠✉st ❣✉❛r❛♥t❡❡ s♦♠❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ♣r❡❝✐✲
s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❝❧❛ss✐❝ s♦❧✉t✐♦♥ ✐s t♦ ✉s❡ ❣♦♦❞ ❜✉t ❡①♣❡♥s✐✈❡ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❈♦♠♣❡♥s❛t❡❞
❈r②st❛❧ ❖s❝✐❧❧❛t♦r ✭❚❈❳❖✮✳ ❘❡❝❡♥t❧②✱ ❛ ♥♦✈❡❧ tr❛♥s❝❡✐✈❡r ❞❡s✐❣♥ ❬✽✷✱ ✶✶✻❪ ❤❛s ❜❡❡♥
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❝♦st❧② ❚❈❳❖ ✇❤✐❧❡ ❦❡❡♣✐♥❣ ❯◆❇ s②st❡♠ st❛❜✐❧✐t② ✐♥
❜♦t❤ ❯▲ ❛♥❞ ❉▲✳
✶❚❤❡ ❧❛t❡st ♣✉❜❧✐❝ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ ❬✶✶✹❪ ❛❧s♦ s♣❡❝✐✜❡s s♣❛❝❡ ❞✐✈❡rs✐t② ❛t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ♥❡t✇♦r❦s t♦
❢♦r♠ ✸❉✲❯◆❇ ♣r♦t♦❝♦❧ ✇❤❡r❡ ✸❉ st❛♥❞s ❢♦r t❤❡ tr✐♣❧❡ ❞✐✈❡rs✐t② t✐♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ s♣❛❝❡✳
✽✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❙♦❆ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s
❈❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞❡s ✭❋❊❈✮ ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ ✭r❛t❡ 1/3✮ ✇✐t❤ ✶✻✲
❜✐t ❈❘❈ ✐♥ ❯▲ ❛♥❞ ❇❈❍✶✺✲✶✶ ✇✐t❤ ✽✲❜✐t ❈❘❈ ✐♥ ❉▲✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❡r ❝❛♥ ❜❡ ♦♣t✐♦♥❛❧❧②
✉s❡❞ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧❛tt❡r ✐s ❛❧✇❛②s ❛❝t✐✈❛t❡❞✳
❚❤❡ t②♣✐❝❛❧ ♠❛①✐♠✉♠ ❚❳ ♣♦✇❡r r❡❣✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ■❙▼ ❜❛♥❞✱ ✐♥ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤
t❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡s ♦❢ P❍❨ ❛♥❞ ▼❆❈ ❧❛②❡rs ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡✱ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t
♦❢ 160❞❇ t♦ s✉♣♣♦rt r❛♥❣❡s ♦❢ 50❦♠ ❛♥❞ 10❦♠ ✐♥ r✉r❛❧ ❛♥❞ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❆✳✷ ▲♦❘❛
▲♦❘❛ ▲P❲❆◆ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ▲♦❘❛❘© ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛②❡r ✉s✐♥❣ ❈❤✐r♣ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ✭❈❙❙✮
t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ❙❡♠t❡❝❤ ✷✱ ❛♥❞ ▲♦❘❛❲❆◆❚▼ ✇❤✐❝❤ ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ♣r♦t♦❝♦❧ ❛♥❞ s②st❡♠ ❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❢♦r t❤❡ ♥❡t✇♦r❦ ❬✶✶✼❪✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡
s❤❛❧❧ ✉s❡ ▲♦❘❛ t♦ r❡❢❡r t♦ ❜♦t❤ ▲♦❘❛❘© ❛♥❞ ▲♦❘❛❲❆◆❚▼✳ ▼♦st ♦❢ t❤❡ r❛❞✐♦ s♣❡❝✐✲
✜❝❛t✐♦♥ ❞❡t❛✐❧s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜❡❧♦✇ ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ❙❡♠t❡❝❤ ✇❤✐t❡ ♣❛♣❡r ❬✻✷❪✱ t❤❡ ❞❛t❛
s❤❡❡ts ♦❢ t❤❡✐r ♣r♦❞✉❝ts ❬✶✶✽✱ ✶✶✾❪✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡✛♦rt ♦❢ r❡✈❡rs❡ ❡♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ❝♦♠♠✉♥✐t②
❬✶✷✵✱ ✶✷✶❪✳
▲✐❦❡ ♠♦st ▲P❲❆◆✱ ▲♦❘❛ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ✇♦r❦ ✐♥ ❧✐❝❡♥s❡✲❡①❡♠♣t s✉❜✲●❍③ ■❙▼
❜❛♥❞ ❝❛rr✐❡r t♦ ❜❡♥❡✜t ♠❛♥② ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ♦❢ t❤✐s ❜❛♥❞✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ t❤❡② ❛r❡ ❊❯
867 − 869▼❍③✱ ❯❙ 902 − 928▼❍③✱ ❈❤✐♥❛ 470 − 510▼❍③✱ ❑♦r❡❛ 920 − 925▼❍③✱
❏❛♣❛♥ 920− 925▼❍③✱ ■♥❞✐❛ 865− 867▼❍③ ❬✶✶✼❪✳
❚❤❡ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ♦❢ ❈❙❙ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❉✐r❡❝t ❙❡q✉❡♥❝❡ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝✲
tr✉♠ ✭❉❙❙❙✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ✐♥ ✸● ❯▼❚❙✿ s♣r❡❛❞ ❡♥❡r❣② ♦❢ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r ❛ ✈❡r② ❧❛r❣❡
❜❛♥❞✇✐❞t❤ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ✇❡❛❦ tr❛♥s♠✐t s✐❣♥❛❧ ♣♦✇❡r✱ ❡✈❡♥ ✇❡❛❦❡r t❤❛♥ t❤❡ ♥♦✐s❡
❧❡✈❡❧✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡s♣r❡❛❞ r❡❝❡✐✈❡ s✐❣♥❛❧ t♦ ❝♦♥❝❡♥tr❛t❡ t❤❡ ♣♦✇❡r ❛t r❡❝❡✐✈❡r✳ ❆s ❜❡✐♥❣
s❤♦✇♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✹✱ ♦♥❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡ ♦❢ s♣r❡❛❞✐♥❣ ✐s t♦ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡tt❡r r❡s♦❧✉t✐♦♥
♦❢ ♠✉❧t✐♣❛t❤ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ❉❙❙❙ ✇❤✐❝❤ ✉s❡s s❡q✉❡♥❝❡s ❢♦r s♣r❡❛❞✐♥❣✱ t❤❡
s♣r❡❛❞✐♥❣ ❡✛❡❝t ♦❢ ❈❙❙ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ t❤r♦✉❣❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✈❛r②✐♥❣ ❝❛rr✐❡r ❢r❡q✉❡♥❝②
❬✶✷✷❪✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✐t ✐s ♠❛♥❞❛t♦r② t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ ❛ st❛❜❧❡ ❝❤✐r♣ ✉s✐♥❣ ❛ ❢r❛❝t✐♦♥❛❧✲◆
♣❤❛s❡ ❧♦❝❦ ❧♦♦♣ ❬✶✷✸❪✳ ❚❤❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❜❛♥❞✇✐t❤ ♦❢ ▲♦❘❛ ✐s 125❦❍③, 250❦❍③ ❛♥❞
500❦❍③✱ ✇✐t❤ ❙❋ ✈❛r②✐♥❣ ✐♥ t❤❡ s❡t {26, 27, ..., 212}✱ t❤❛t r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ r❛t❡ ❢❛❧❧s
❜❡t✇❡❡♥ 293❜♣s t♦ 37.5❦❜♣s ✸✳
❚r❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡①❡❞ ✐♥ t✐♠❡✱ ❢r❡q✉❡♥❝② ❛♥❞ ❛❧s♦ ❜② ❙❋✳ ❍❡♥❝❡✱ ✐♥
❡ss❡♥❝❡ ▲♦❘❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ♣r♦✈✐❞❡s t❤r❡❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❞✐✈❡rs✐t②✳ ❆ s✉♣♣❧❡♠❡♥✲
t❛r② ❞❡❣r❡❡ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐s t❤❡ r❡❝❡♣t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② ❛t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛ s✐♥❣❧❡
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❢r♦♠ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝❛♥ ❜❡ r❡❝❡✐✈❡❞ ❜② ♥♦t ♦♥❧② ♦♥❡✱ ❜✉t ♠❛♥② ❜❛s❡ st❛✲
t✐♦♥s✱ r❡s✉❧t✐♥❣ st❛r✲♦❢✲st❛r t♦♣♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❡♥❤❛♥❝❡ ♥❡t✇♦r❦ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
❛♥❞ ❛❧s♦ s❡r✈❡s ♦t❤❡r ♣✉r♣♦s❡s s✉❝❤ ❛s ❧♦❝❛❧✐③❛t✐♦♥ ✹✳
✷❚❤❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ♣❛t❡♥t❡❞ ❜② ❢r❡♥❝❤ ❝♦♠♣❛♥② ❈②❝❧❡♦ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛❝✲
q✉✐r❡❞ ❜② ❙❡♠t❡❝❤ ✐♥ ✷✵✶✷✳
✸❲❡ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ▲♦❘❛ P❍❨ ❞♦❡s ✐♥❝❧✉❞❡ ❋❙❑ ❛s s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡✱ ❜✉t
✇✐t❤ ❧✐♠✐t❡❞ ✉s❡✲❝❛s❡s ❬✶✷✹❪ ❛♥❞ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝❛♣❛❝✐t② ❬✻✷✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶❪✳ ❋♦r t❤❛t r❡❛s♦♥✱
✇❡ s❤❛❧❧ ❢♦❝✉s ♦♥❧② ♦♥ ❈❙❙✳
✹❚❤✐s ❜❛s❡ st❛t✐♦♥ ❞✐✈❡rs✐t② t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♠❛♥② ❡①✐st✐♥❣ ▲P❲❆◆✳ ■♥❞❡❡❞✱ t❤❡r❡
❆✳✸✳ ■♥❣❡♥✉ ✽✾
❋✐❣✉r❡ ❆✳✶ ✕ ❚✐♠❡ s❧♦t ♦❢ t❤❡ ❘P▼❆ ❙❝❤❡♠❡ ❛t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥✳
❚♦ ❢✉rt❤❡r ❡♥❤❛♥❝❡ ❧✐♥❦ ❧❡✈❡❧ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ✇✐t❤♦✉t s❛❝r✐✜❝✐♥❣ ♠✉❝❤ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡
❝♦♠♣❧❡①✐t②✱ s✐♠♣❧❡ ❋❊❈ ✭❍❛♠♠✐♥❣ ❝♦❞❡ ✇✐t❤ ❝♦❞❡ r❛t❡ 4/5 t♦ 4/8✮ ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞✳
▲♦❘❛ ❝❧❛✐♠s t♦ s✉♣♣♦rt ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t ❛❜♦✉t 155❞❇−157❞❇ ❛♥❞ ♥♦♠✐♥❛❧ r❛♥❣❡s
15❦♠ ✐♥ r✉r❛❧ ❛♥❞ 5❦♠ ✐♥ ✉r❜❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❉❛t❛s❤❡❡t ❬✶✶✾✱ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✶✳✶✳✻ ❛♥❞ ✹✳✶✳✶✳✼❪ r❡✈❡❛❧s t❤❛t ▲♦❘❛ ♣❛❝❦❡t ❝❛♥ ❜❡
❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ♣❛②❧♦❛❞ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s 8 t♦ (8+1032) s②♠❜♦❧s ❛♥❞ ♣r❡❛♠❜❧❡ t❤❛t ❝♦♥t❛✐♥s
(6+4) t♦ (65535+4) s②♠❜♦❧s✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ♣r❡❛♠❜❧❡ ❧❡♥❣t❤ ✐s s♣❡❝✐✜❡❞
s♦ ❧♦♥❣✱ t❤❡ ❞❡❢❛✉❧t ✈❛❧✉❡ ✐s 12 s②♠❜♦❧s ❤❡♥❝❡ ▲♦❘❛ st✐❧❧ t②♣✐❝❛❧❧② ✜t ✐♥ t❤❡ ✏s❤♦rt✑
♣❛❝❦❡t ❝❛t❡❣♦r②✳
❆✳✸ ■♥❣❡♥✉
■♥❣❡♥✉ ▲P❲❆◆ t♦ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ✐ts❡❧❢ ❢r♦♠ t❤❡ ♦t❤❡rs ❜② ♥♦t ✉s✐♥❣ t❤❡ ✇✐❞❡❧②✲
♣r❡❢❡rr❡❞ s✉❜✲●❍③ ❢r❡q✉❡♥❝✐❡s✳ ■♥st❡❛❞✱ ✐t ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ 2.4●❍③ ■❙▼ ❜❛♥❞ ❝❛rr✐❡r t♦
❜❡♥❡✜t ♠♦r❡ r❡❧❛①❡❞ r❡❣✉❧❛t✐♦♥s ♦♥ s♣❡❝tr✉♠✱ r❛❞✐♦ ❞✉t② ❝②❝❧❡ ❛♥❞ ❛❧s♦ ♠❛①✐♠✉♠
tr❛♥s♠✐t ♣♦✇❡r ❛❝r♦ss ❞✐✛❡r❡♥t r❡❣✐♦♥s ❬✺✷❪✳
❚❤❡♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✐s ❉✐r❡❝t ❙❡q✉❡♥❝❡ ❙♣r❡❛❞ ❙♣❡❝tr✉♠ ✭❉❙❙❙✮ ✐♥ ❜♦t❤
❯▲ ❛♥❞ ❉▲✱ ✉s✐♥❣ ❉✲❇P❙❑ ●♦❧❞ ❝♦❞❡s ❢♦r ❙❋ ❢r♦♠ 29 t♦ 213 ✭❯▲✮ ❛♥❞ ❢r♦♠ 24 t♦
211 ✭❉▲✮ ✐♥ 1▼❍③ ✇✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠✲
♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t✳ ■♥ ❉▲✱ t❤❡ ❈❉▼❆ s❝❤❡♠❡s ✐s ✉s❡❞✳ ■♥ ❯▲✱
■♥❣❡♥✉ ✉s❡s ✐ts ♣❛t❡♥t❡❞ s❝❤❡♠❡ ♥❛♠❡❞ ❘❛♥❞♦♠ P❤❛s❡ ▼✉❧t✐♣❧❡ ❆❝❝❡ss ✭❘P▼❆✮✳
❚❤✐s ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ❈❉▼❆✱ ❜✉t t❤❡ tr❛❞✐t✐♦♥❛❧ t✐♠❡✲s❧♦t ✐s ✇✐❞❡♥ t♦ ❜❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥
t❤❡ r❡❛❧ tr❛♥s♠✐t ❞✉r❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡①tr❛ s❧♦t ✇✐❞t❤ ❛❧❧♦✇s r❛♥❞♦♠ ❞❡❧❛② ♦❢ tr❛♥s♠✐tt❡rs
❛s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ r❡❛❧ tr❛♥s♠✐t ❞✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡♥❝❛♣s✉❧❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❧♦t✳ ❙♦ ❛t ❜❛s❡
st❛t✐♦♥s✱ ❡❛❝❤ t✐♠❡✲s❧♦t ❝♦♥t❛✐♥s s❡✈❡r❛❧ s♣r❡❛❞ s✐❣♥❛❧ ✇✐t❤ r❛♥❞♦♠ ♦✛s❡ts ❢r♦♠ t❤❡
❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ♦❢ t✐♠❡✲s❧♦t✳ ❇❛s❡ st❛t✐♦♥s✱ ✇✐t❤ ✐ts ❣r❡❛t ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r✱ ✐s r❡s♣♦♥s✐❜❧❡
t♦ ❞❡❝♦❞❡ ❛❧❧ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐❣♥❛❧ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡✲s❧♦t ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❆✳✶✮✳ ❚❤✐s ❘P▼❆ s❝❤❡♠❡
❡①✐sts ❛ ♣r♦♣♦s❛❧ ✐♥ ✸●PP ❢♦r ❈♦♦♣❡r❛t✐✈❡ ❯❧tr❛ ◆❛rr♦✇ ❇❛♥❞ ❬✶✷✺✱ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳✶✳✸❪ ❢r♦♠ ❙✐❣❢♦①
❛♥❞ s♦♠❡ ❤✐♥ts ✐♥ ❬✶✶✹❪✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ♥♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞✳
✾✵ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❙♦❆ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s
♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s✳ ❋✐rst ✐t ♠✐t✐❣❛t❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥t ♦❢ str✐❝t s②♥❝❤r♦♥✐③❛✲
t✐♦♥✱ ❤❡♥❝❡ ❛❧❧♦✇s ❧♦✇ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛♥❞ ❧♦✇ ❝♦st ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ ❛❧s♦ s✐♠♣❧✐✜❡s
♣r♦t♦❝♦❧s ✭✇✐t❤ t❤❡ ❝♦st ♦❢ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣♦✇❡r ❛t ❜❛s❡ st❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❧❡ss ❝r✐t✐❝❛❧✮✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❜② s❝❛tt❡r✐♥❣ tr❛♥s♠✐tt❡❞ s♣r❡❛❞ s✐❣♥❛❧ ♦✈❡r t✐♠❡✲s❧♦t✱ ♦✈❡r❧❛♣ ❛♠♦♥❣
t❤❡♠ ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ❛♥❞✱ t❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐❣♥❛❧ t♦ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ❛❢t❡r ❞❡s♣r❡❛❞✐♥❣
✐s s✉❜st❛♥t✐❛❧❧② ✐♠♣r♦✈❡❞✳
❙✐♠♣❧❡ ❝♦♥✈♦❧✉t✐♦♥❛❧ ❝♦❞❡ 1/2 ✇✐t❤ ✐♥t❡r❧❡❛✈❡r ✐s s♣❡❝✐✜❡❞✳
❘P▼❆ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ ✉♣ t♦ 177❞❇ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t ✭✐♥ ❯❙✱ ❛♥❞ 166❞❇ ✐♥ ❊❯✮
❬✺✷❪ ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❞✐❜❧❡ 500❦♠ r❛♥❣❡ ✐♥ ❢r❡❡ s♣❛❝❡ ❬✶✷✻❪✳ Pr❛❝t✐❝❛❧ ❞❡♣❧♦②♠❡♥t r❡♣♦rts
r❛♥❣❡ ✉♣ t♦ ✹✽❦♠ ❬✶✷✼❪✳ ❚❤❡ r❛t❡s ❛r❡ 624❦❜♣s ✐♥ ❯▲ ❛♥❞ 156❦❜♣s ✐♥ ❉▲✳
■t ✐s ♣r♦❜❛❜❧② q✉✐t❡ ♥♦t✐❝❡❛❜❧❡ t❤❛t t❤❡ ♣❛❝❦❡t ♦❢ ■♥❣❡♥✉ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥
♦t❤❡r st❛♥❞❛r❞s ✭s❡❝♦♥❞s ✈❡rs✉s t❡♥s ♦❢ ♠✐❧❧✐s❡❝♦♥❞s✮✳ ❚❤✐s ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ✉s❡
♦❢ t❤❡ ❝♦❞❡ s♣r❡❛❞ s♣❡❝tr✉♠✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❯▲ ♣❛❝❦❡t s✐③❡ ❜❡❢♦r❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞
❛❢t❡r ❞❡s♣r❡❛❞✐♥❣ ✐s ❛❜♦✉t ✷✺✻ s②♠❜♦❧s ❝ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❛s♦♥❛❜❧② ✏s❤♦rt✑✳
❆✳✹ ✸●PP ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✸●PP ▼❚❈ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ t♦ ♠❛ss✐✈❡ ▼❚❈ ✭♠▼❚❈✮ ❛♥❞ ❝r✐t✐❝❛❧ ▼❚❈✳ ❚❤❡ ❧❛tt❡r
✐s ♥❛♠❡❞ ❯❧tr❛ r❡❧✐❛❜❧❡ ❧♦✇ ❧❛t❡♥❝② ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❯❘▲▲❈✮ ✇❤♦s❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛✲
t✐♦♥ ✐s st✐❧❧ ♦♥❣♦✐♥❣✳ ✸●PP ♠▼❚❈ ✐s ✐♥❞❡❡❞ ❛♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✸●PP
▲❚❊ ❝❡❧❧✉❧❛r st❛♥❞❛r❞s t♦ ❛❞❞r❡ss ▼✷▼ ❛♥❞ ■♦❚ ♠❛r❦❡t ❛♥❞✱ ♥♦t ❧✐❦❡ ✐ts ❯❘▲▲❈
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✱ s❤❛r❡s t❤❡ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ▲P❲❆◆ ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣
♦❢ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷✳
❚❤❡ ✸●PP ♠▼❚❈ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❞✐✈✐❞❡❞ t♦ t❤r❡❡ tr❛❝❦s✳ ❚❤❡ ✜rst ♦♥❡ ✐s ▲❚❊✲
▼✱ ♦r ▲❚❊ ❡♥❤❛♥❝❡❞ ▼❛❝❤✐♥❡ ❚②♣❡ ❈♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✭❡▼❚❈✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ s❡t ♦❢
▲❚❊ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts ❢♦r ▼❚❈ ✭❜❛s❡❞ ♦♥ ❘❡❧❡❛s❡ ✶✷ ❯❊ ❈❛t ✵ ✇✐t❤ ♥❡✇ ♣♦✇❡r s❛✈✐♥❣
♠♦❞❡✮✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ✐s ◆❇✲■♦❚✱ ❛ ♥❡✇ r❛❞✐♦ ❛❞❞❡❞ t♦ t❤❡ ▲❚❊ ♣❧❛t❢♦r♠ ♦♣t✐♠✐③❡❞
❢♦r t❤❡ ❧♦✇ ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♠❛r❦❡t✳ ❆♥❞ ✜♥❛❧❧②✱ ❊①t❡♥❞❡❞ ❈♦✈❡r❛❣❡ ●❙▼ ✭❊❈✲●❙▼✲■♦❚✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s✐❝❛❧❧② t❤❡ ✷● ✭♠♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧② ❊●P❘❙✮ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts t❛r❣❡t❡❞ ■♦❚✳
▲❚❊ ❡▼❚❈ ✐s ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ■♦❚✲♦♣t✐♠✐③❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ▲❚❊ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦
❜❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❧❡❣❛❝② ▲❚❊ ♥❡t✇♦r❦s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡▼❚❈ s❤❛r❡s t❤❡ ♠♦❞✉✲
❧❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✭❈P✲❖❋❉▼✴❙❈✲❋❉▼✮ ❛♥❞ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❛❝❝❡ss s❝❤❡♠❡ ✭❖❋❉▼❆✴❙❈✲
❋❉▼❆✮ ♦❢ ▲❚❊✳ ❚❤❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥ ❢♦r ■♦❚ ✐♥❝❧✉❞❡s r❡❞✉❝✐♥❣ r❡❝❡✐✈❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ t♦
✶✳✹▼❍③✱ s✐♠♣❧✐❢②✐♥❣ ♣r♦t♦❝♦❧s✱ ❡①♣❧♦✐t✐♥❣ t✐♠❡ ❞✐✈❡rs✐t② ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❢r❡q✉❡♥❝② ❞✐✈❡r✲
s✐t② ✭✇❤✐❝❤ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ ❜② t❤❡ s♠❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✶✳✹▼❍③✮ ❛♥❞ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ♣♦✇❡r
s❛✈✐♥❣ ♠♦❞❡ ❛t ▼❆❈ ❧❛②❡r ✭P❙▼ ❛♥❞ ❡❉❘❳✮ t♦ ✐♠♣r♦✈❡ ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ♦❢ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✳
❚❤❡ ◆❇✲■♦❚ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ✇❛s ✐♥✐t✐❛❧❧② ❢r❛❣♠❡♥t❡❞✳ ❙✐♥❝❡ ✷✵✶✹✱ t❤❡r❡ ✇❡r❡
◆❇✲▼✷▼ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ❍✉❛✇❡✐✲❱♦❞❛❢♦♥❡✱ ◆❇✲❖❋❉▼ ♣r♦♣♦s❡❞ ❜② ◗✉❛❧❝♦♠♠ ❛♥❞
◆❇✲▲❚❊ ❢r♦♠ ◆♦❦✐❛ ❛♥❞ ❊r✐❝ss♦♥s✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❡ss❡♥t✐❛❧❧② ✐♥ ❤♦✇ ♠✉❝❤ t❤❡
❡①✐st✐♥❣ ▲❚❊ ❝❛♥ ❜❡ r❡✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡✇ ■♦❚ ♥❡t✇♦r❦s✳ ■♥ ▼❛② ✷✵✶✺✱ ◆❇✲▼✷▼ ❛♥❞
◆❇✲❖❋❉▼ ❛r❡ ♠❡r❣❡❞ t♦ ❢♦r♠ s♦✲❝❛❧❧❡❞ ◆❛rr♦✇❇❛♥❞✲❈❡❧❧✉❧❛r ■♥t❡r♥❡t ❖❢ ❚❤✐♥❣s
✭◆❇✲❈■♦❚✮✳ ■♥ ❙❡♣t❡♠❜❡r ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ②❡❛r✱ ✐t ✇❛s ❞❡❝✐❞❡❞ t❤❛t ◆❇✲▲❚❊ ✇♦✉❧❞
❛❧s♦ ❜❡ ♠❡r❣❡❞ ✇✐t❤ ◆❇✲❈■♦❚✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ✸●PP ◆❇✲■♦❚ ❲♦r❦ ■t❡♠ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst
❆✳✺✳ ❲❡✐❣❤t❧❡ss ✾✶
✈❡rs✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✇❛s ✜♥❛❧❧② ❢r♦③❡♥ ✐♥ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻ ✭❘❡❧❡❛s❡ ✶✸✮✳
❲❤✐❧❡ ❡▼❚❈ ✐s ❝❡rt❛✐♥❧② ▲❚❊✱ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r ◆❇✲■♦❚ ❛s ❛ ♥❡✇ r❛❞✐♦
t❡❝❤♥♦❧♦❣② t❤❛t ✐s ❛❜❧❡ t♦ ❝♦❡①✐st ✇✐t❤ ●❙▼✱ ●P❘❙ ❛♥❞ ▲❚❊✳ ■♥❞❡❡❞✱ ◆❇✲■♦❚ ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✶✽✵❦❍③ s♦ t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡♣❧♦②❡❞ ✇✐t❤✐♥ ♦♥❡ ▲❚❊
P❤②s✐❝❛❧ ❘❡s♦✉r❝❡ ❇❧♦❝❦✱ ♦r ✐♥ ▲❚❊ ❣✉❛r❞ ❜❛♥❞✱ ♦r ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ✷✵✵❦❍③ ❢r❡q✉❡♥❝②
s♣❛❝❡ ♦❢ ●❙▼✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t♦ r❡❞✉❝❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t t✐♠❡ ✭✐t t♦♦❦ ♦♥❧② ✾ ♠♦♥t❤s
❢r♦♠ ❙❡♣t❡♠❜❡r ✷✵✶✺ ✇❤❡♥ ❲♦r❦ ■t❡♠ ✐s ❛❣r❡❡❞✱ t♦ ❏✉♥❡ ✷✵✶✻ ✇❤❡♥ t❤❡ st❛♥❞❛r❞
♦❢ ◆❇✲■♦❚ ✐s ❢r♦③❡♥✮✱ ◆❇✲■♦❚ r❡✉s❡s t❤❡ ▲❚❊ ❞❡s✐❣♥ ❡①t❡♥s✐✈❡❧②✿ ♥✉♠❡r♦❧♦❣②✱ ❉▲
❖❋❉▼❆✱ ❯▲ ❙❈✲❋❉▼❆✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ❝♦❞✐♥❣✱ r❛t❡ ♠❛t❝❤✐♥❣✱ ✐♥t❡r❧❡❛✈✐♥❣✱ ❡t❝✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ◆❇✲■♦❚ ❝❛♥ ❜❡ s✉♣♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ ♦♥❧② ❛ s♦❢t✇❛r❡ ✉♣❣r❛❞❡ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❡①✐st✐♥❣ ▲❚❊
✐♥❢r❛str✉❝t✉r❡s✳
❇❡✐♥❣ ♠▼❚❈ s♦❧✉t✐♦♥s✱ ❡▼❚❈ ❛♥❞ ◆❇✲■♦❚ t❛r❣❡t ❞✐✛❡r❡♥t ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❡▼❚❈
❢♦❝✉s ♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s t❤❛t r❡q✉✐r❡s ❧♦✇❡r ❧❛t❡♥❝②✱ ❤✐❣❤❡r t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛♥❞ ❧✐♠✐t❡❞✲
♠♦❜✐❧✐t② s✉♣♣♦rt s✉❝❤ ❛s ❛ss❡t tr❛❝❦❡rs✱ ❤❡❛❧t❤ ♠♦♥✐t♦rs✱ ❡t❝✳ ◆❇✲■♦❚ ❛✐♠s ♣r♦✈✐❞✐♥❣
❡①tr❡♠❡ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s ❢♦r ❧♦✇ ❝♦st✴♣♦✇❡r✱ ❧♦✇✲t❤r♦✉❣❤♣✉t✱ ❞❡❧❛②✲t♦❧❡r❛♥t s❡r✈✐❝❡s✳
❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ◆❇✲■♦❚ r❡❞✉❝❡s ❞❛t❛ r❛t❡✴❜❛♥❞✇✐❞t❤✱ ♠♦❜✐❧✐t② s✉♣♣♦rt ❛♥❞ ♠❛❦❡s
❢✉rt❤❡r ♣r♦t♦❝♦❧ ♦♣t✐♠✐③❛t✐♦♥s✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ t❤❡ ❡❉❘❳ ♠❡❝❤❛♥✐s♠ ❢♦r ♣♦✇❡r
s❛✈✐♥❣ ✐♥ ◆❇✲■♦❚ ❛❧❧♦✇s ❝②❝❧❡s ✉♣ t♦ ✸ ❤♦✉rs ✇❤✐❝❤ ✐s ♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✹✹ ♠✐♥✉t❡s
♦❢ ❡▼❚❈✳ ❋♦r ❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❧♦♦❦ ✐♥t♦ ◆❇✲■♦❚✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ✸✻✳①①① s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥ s❡r✐❡s
♦❢ ✸●PP ❘❆◆✱ ✇❡ s✉❣❣❡st ❬✶✷✽❪✳
❚❤❡ ❧❛st tr❛❝❦ ✐s ❊❈✲●❙▼✲■♦❚ ✇❤✐❝❤ ❧❡✈❡r❛❣❡s t❤❡ ✇❡❧❧✲❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ●❙▼ ♥❡t✲
✇♦r❦s t♦ s✉♣♣♦rt ■♦❚ ✉s❡ ❝❛s❡s✳ ❆s ❛ ♠❛tt❡r ♦❢ ❢❛❝t✱ ❡✈❡♥ ✇✐t❤ ●❙▼ ❜❛♥❞ r❡❢❛r♠✐♥❣
❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ✇♦r❦ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t ✐♥ ●❙▼✴❊❉●❊ ❣r♦✉♣ ✐♥s✐❞❡ ✸●PP ♦♥ ❊❈✲
●❙▼✲■♦❚ ✇❛s ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ t✇♦ tr❛❝❦s ❡▼❚❈ ❛♥❞ ◆❇✲■♦❚ s✐♥❝❡ ♠✐❞ ✷✵✶✻
❬✶✷✾❪✱ ●❙▼✴●P❘❙ ✐s st✐❧❧ r❡s♣♦♥s✐❜❧❡ ❢♦r ♠♦st ♦❢ t♦❞❛②✬s ■♦❚ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♠❛✐♥ ♦❜❥❡❝t✐✈❡s ♦❢ ❊❈✲●❙▼✲■♦❚ ✐s t♦ ♦♣t✐♠✐③❡ ●❙▼ ♥❡t✇♦r❦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❡♥❤❛♥❝❡
❝♦✈❡r❛❣❡ ✉♣ t♦ ✶✻✹❞❇ ❧✐♥❦ ❜✉❞❣❡t✱ r❡❞✉❝❡ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡ ❝♦st ❛♥❞ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✱
❛♥❞ s✉♣♣♦rt ♠❛ss✐✈❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ t❤❡ ♠♦st ♥♦t❛❜❧❡ ❡♥❤❛♥❝❡✲
♠❡♥ts ✐♥❝❧✉❞❡ ✐♥tr♦❞✉❝✐♥❣ ♥❡✇ ❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥♥❡❧s ✭✇✐t❤ ❊❈✱ ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ♣r❡✜①
✐♥ ♥❛♠❡✮ ❞❡s✐❣♥❡❞ ❢♦r ❡①t❡♥❞❡❞ ❝♦✈❡r❛❣❡✱ ✉s✐♥❣ r❡♣❡t✐t✐♦♥s ❢♦r ❧✐♥❦ r♦❜✉st♥❡ss✱ ❛♥❞
❝♦♠❜✐♥✐♥❣ ✇✐t❤ ❈❉▼❆ t♦ ✐♥❝r❡❛s❡ ❝❡❧❧ ❝❛♣❛❝✐t② ✭❢♦r ❊❈✲P❉❚❈❍ ❛♥❞ ❊❈✲P❆❈❈❍✮✳
❋✉rt❤❡r ✐♠♣r♦✈❡♠❡♥ts ❢♦r ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥ ❛r❡ ❛❞♦♣t✐♥❣ ♥❡✇ ❡❉❘❳ ♠♦❞❡ ✇❤✐❝❤
✐s ✉♣ t♦ ✺✷ ♠✐♥✉t❡s ✭♠✉❝❤ ❧♦♥❣❡r t❤❛♥ ✶✶ ♠✐♥✉t❡ ✐♥ ❧❡❣❛❝② ●❙▼ ❉❘❳✮✱ r❡❧❛①✐♥❣
✐❞❧❡ ♠♦❞❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ✭❡✳❣✳ r❡❞✉❝❡❞ ♥❡✐❣❤❜♦r ❝❡❧❧ ♠♦♥✐t♦r✐♥❣✮✱ ❡t❝✳
❆✳✺ ❲❡✐❣❤t❧❡ss
❚❤❡r❡ ❛r❡ t❤r❡❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ ❲❡✐❣❤t❧❡ss t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♣♦♥s♦r❡❞ ❜② ❲❡✐❣❤t✲
❧❡ss ❙♣❡❝✐❛❧ ■♥t❡r❡st ●r♦✉♣ ✭❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❙■●✮✱ ❛ ♥♦♥✲♣r♦✜t ❣❧♦❜❛❧ st❛♥❞❛r❞ ♦r❣❛♥✐✲
③❛t✐♦♥ ❢♦r♠❡❞ t♦ ❝♦♦r❞✐♥❛t❡ t❤❡ ❛❝t✐✈✐t✐❡s ♥❡❡❞❡❞ t♦ ❞❡❧✐✈❡r t❤❡ ✇♦r❧❞✬s ❜❡st ■♦❚
❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② t❡❝❤♥♦❧♦❣②✳
❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❲ ✐s t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✱ ✐s ✜rst❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ◆❡✉❧✳
❚❤❡ ❧❛tt❡r ✇❛s ❛❝q✉✐r❡❞ ❜② ❍✉❛✇❡✐✳ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❲ ❜❡♥❡✜ts t❤❡ ❡①❝❡❧❧❡♥t ♣r♦♣❛❣❛✲
✾✷ ❆♣♣❡♥❞✐① ❆✳ ❙♦❆ ♦❢ s❤♦rt ♣❛❝❦❡t s②st❡♠s
t✐♦♥ ♣r♦♣❡rt② ♦❢ ❚❱ ✇❤✐t❡ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❛t ❜❡✐♥❣ s❛✐❞✱ t❤❡ ✉s❛❣❡ ♦❢ ❚❱ ✇❤✐t❡ s♣❛❝❡s
✐s s♦♠❡❤♦✇ ❛ ❝♦♥ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡② ❛r❡ ✈❡r② r❡❣✐♦♥✲s♣❡❝✐✜❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❞✐❢✲
✜❝✉❧t ❢♦r ❘❋ s②st❡♠ ♦❢ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧ ❛♥t❡♥♥❛✱ t♦ ❛❞❛♣t ❢r♦♠ ✹✵✵▼❍③
t♦ ✽✵✵▼❍③✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ❞②♥❛♠✐❝❛❧❧② ❛❞❛♣t r❛t❡ ❛♥❞ r❛♥❣❡✱ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♠♣❧♦②s
✶✻◗❆▼✴◗P❙❑✴❇P❙❑✴❉❇P❙❑ ❛♥❞ ❛❧s♦ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❝♦❞❡s ✭✇✐t❤ ❙❋ ✉♣ t♦ ✶✵✷✹✮✳
❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ◆✇❛✈❡✱ ✐s ❛♥ ❯◆❇ s②st❡♠ t❤❛t
✐s s✐♠✐❧❛r t♦ ❙✐❣❢♦①✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡✐r ❝❤♦✐❝❡s ♦❢ s②st❡♠ ❞❡s✐❣♥ ❛r❡ ❛❧✐❦❡✱ ❛♥❞ s♦
❛r❡ ❛❞✈❛♥t❛❣❡s ❛♥❞ ✐♥❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡s✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆ ✉s❡s ❉❇P❙❑ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
✐♥ ❛ s✉❜✲●❍③ ✷✵✵❍③✲✇✐❞❡ ❝❤❛♥♥❡❧✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r ❯▲ s❡♥s♦r ❞❛t❛✱
❤❡♥❝❡ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❉▲✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❙✐❣❢♦①✳ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆ ✐s t❤❡ s✐♠♣❧❡st
t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲❙■● t❤❛t ❛❝❤✐❡✈❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡♥❡r❣② ❡✣❝✐❡♥❝② ❛♥❞ ❧♦✇❡r
❝♦st ❬✶✸✵❪✳
❲❡✐❣❤t❧❡ss✲P ✐s t❤❡ ❧❛t❡st st❛♥❞❛r❞ ♦❢ ❲❡✐❣❤t❧❡ss ❛♥❞ ✐s ❛♥ ✉♣❣r❛❞❡ ♦❢
❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆✳ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲P ✉s❡s ❧❛r❣❡r ♥❛rr♦✇❜❛♥❞ ✭✶✷✳✺❦❍③✮ ❛♥❞ ✐s ❧❡ss s❡♥s✐t✐✈❡
t♦ ❢r❡q✉❡♥❝② ♦✛s❡t ❛♥❞ ❞r✐❢t✱ ❛❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❧❡ss ❡①♣❡♥s✐✈❡✱ ♠♦r❡ ♣♦✇❡r✲❡✣❝✐❡♥t
♦s❝✐❧❧❛t♦rs✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ ♠♦❞✉❧❛t❡s s✐❣♥❛❧s ✉s✐♥❣ ●▼❙❑✱ ❤❡♥❝❡ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s ❞♦ ♥♦t
r❡q✉✐r❡ ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r② ❝❤✐♣s❡t✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♦♣t✐♦♥ ✐s ❉❙❙❙✲❖◗P❙❑ ✇✐t❤
s♠❛❧❧ ❙❋ ✭✹ ❛♥❞ ✽✮✳ ❚✇♦ ✇❛② ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐s s✉♣♣♦rt❡❞ ✇✐t❤ ❡♥❤❛♥❝❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s
❋❊❈✱ ♣❛❣✐♥❣✱ ❛❞❛♣t✐✈❡ ❞❛t❛ r❛t❡✱ ❡t❝✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s❡♥s✐t✐✈✐t②
♦❢ ✶✷✳✺❦❍③ ●▼❙❑ ✐s ♠✉❝❤ ❧❡ss t❤❛♥ ❯◆❇ ❉❇P❙❑ ♦❢ ❲❡✐❣❤t❧❡ss✲◆✱ t❤❡ r❛♥❣❡ ❢♦r
❲❡✐❣❤t❧❡ss✲P ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ ❛r♦✉♥❞ ✷❦♠✳ ❖♣❡r❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ✶✷✳✺❦❍③ ❝❤❛♥✲
♥❡❧ ✐s s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ❝♦♥t❡♥t❡❞ ❯▲ ✇❤❡r❡ ❡♥❞ ❞❡✈✐❝❡s s②♥❝❤r♦♥✐③❛t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t str✐❝t❧②
t✐❣❤t✳ ❋♦r s❝❤❡❞✉❧❡❞ ❯▲✱ ✐t ✐s ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ ✽ s✉❝❤ ❝❤❛♥♥❡❧s t♦ ♦✛❡r ❛ ✇✐❞❡
✶✵✵❦❍③✳ ■♥ ❉▲✱ t❤❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ✶✵✵❦❍③✴✺✵❦❍③✴✶✷✳✺❦❍③ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✇✐t❤ ●▼❙❑
❛♥❞ ❉❙❙❙✲❖◗P❙❑ r❡s✉❧ts ✐♥ s❡✈❡r❛❧ ♣♦ss✐❜❧❡ r❛t❡s✳
❆✳✻ ❉❛s❤✼
❉❆❙❍✼ ❆❧❧✐❛♥❝❡ Pr♦t♦❝♦❧✱ ✇❤✐❝❤ ♦r✐❣✐♥❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ■❙❖✴■❊❈ ✶✽✵✵✵✲✼ st❛♥❞❛r❞
❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ✹✸✸ ▼❍③ ■❙▼ ❜❛♥❞ ❛✐r ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢♦r ❛❝t✐✈❡ ❘❋■❉✱ ❤❛s ❡✈♦❧✈❡❞ ✐♥t♦
❛ ❝♦♠♣❧❡t❡ ✭❖❙■✮ st❛❝❦ ❢♦r ❝♦♠♠❡r❝✐❛❧ ✇✐r❡❧❡ss s❡♥s♦r ♥❡t✇♦r❦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s✐♥❝❡
✷✵✶✶ ❬✶✸✶❪✳ ❉✐✛❡r❡♥t ❢r♦♠ ♦t❤❡r ▲P❲❆◆✱ ❉❛s❤✼ ✐s ❞❡s✐❣♥❡❞ t♦✇❛r❞s r❡❧❛t✐✈❡❧②
❧♦✇ ❧❛t❡♥❝②✱ ♠✉❧t✐✲②❡❛r ❜❛tt❡r② ❧✐❢❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐❞✲r❛♥❣❡ ✭✷❦♠✮ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ❢♦r ♠♦✈✐♥❣
♦❜❥❡❝t✳
❆✳✼ ❚❡❧❡♥s❛
❚❡❧❡♥s❛✱ ❛ s♣✐♥ ♦✛ ❢r♦♠ t❤❡ ❯❑ ❝♦♠♣❛♥② P❧❡①t❡❦✱ ♣r♦✈✐❞❡s ▲P❲❆◆ ❢♦❝✉s✐♥❣ ♦♥
r❡♠♦t❡ str❡❡t ❧✐❣❤t✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✳ ■t ✉s❡s ❛ s✐♠✐❧❛r ❯◆❇ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♦❢ ❙✐❣❢♦①✱ ❜✉t ✇✐t❤
♣r♦♣r✐❡t❛r② ❞❡s✐❣♥ ❛♥❞ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦t♦❝♦❧s ❬✶✸✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ s✉❜✲●❍③
❜❛♥❞✳ ❆s ❚❡❧❡♥s❛ ▲P❲❆◆ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❢♦r str❡❡t ❧✐❣❤t♥✐♥❣ ❝♦♥tr♦❧✱ t❤❡ ❞❛t❛ r❛t❡
✐s ❦❡♣t ❛s ❧♦✇ ❛s ✺✵✵❜♣s ✐♥ ❉▲ ❛♥❞ ✻✷✳✺❜♣s ✐♥ ❯▲✳ ❲❤✐❧❡ ❧❡ss ✐s ♣✉❜❧✐❝❧② ❦♥♦✇♥
❛❜♦✉t ❚❡❧❡♥s❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣②✱ ✐ts ❞❛t❛s❤❡❡t ❬✶✸✸❪ r❡✈❡❛❧s s♦♠❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛❜♦✉t ❧♦✇
❆✳✽✳ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺ ✾✸
❧❛②❡r ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❆✳✽ ■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺
■❊❊❊ ✽✵✷✳✶✺ ✐s ❛ ✇♦r❦✐♥❣ ❣r♦✉♣ ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t❡ ♦❢ ❊❧❡❝tr✐❝❛❧ ❛♥❞ ❊❧❡❝tr♦♥✐❝s ❊♥❣✐✲
♥❡❡rs ✭■❊❊❊✮ ✽✵✷ ❝♦♠♠✐tt❡❡ ✇❤✐❝❤ s♣❡❝✐✜❡s ❲P❆◆ st❛♥❞❛r❞s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❤❡r❡♥t❧②
s❤♦rt✴♠✐❞ r❛♥❣❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s❡✈❡r❛❧ ❛♠❡♥❞♠❡♥ts ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡
r❛♥❣❡✱ s✉♣♣♦rt ❞❡♥s❡ ♥♦❞❡s ❛♥❞ r❡❞✉❝❡ ♣♦✇❡r ❝♦♥s✉♠♣t✐♦♥✳ ❚❤❡s❡ ❡✛♦rts r❡s✉❧t ✐♥
t✇♦ st❛♥❞❛r❞s ✽✵✷✳✶✺✳✹❦ ✭▲♦✇ ❊♥❡r❣②✱ ❈r✐t✐❝❛❧ ■♥❢r❛str✉❝t✉r❡ ▼♦♥✐t♦r✐♥❣ ◆❡t✇♦r❦s✮
❛♥❞ ✽✵✷✳✶✺✳✹❣ ✭▲♦✇ ❉❛t❛ ❘❛t❡✱ ❲✐r❡❧❡ss✱ ❙♠❛rt ▼❡t❡r✐♥❣ ❯t✐❧✐t② ◆❡t✇♦r❦s✮✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛ss✐✜❡❞ ❛s ▲P❲❆◆✳ ❇♦t❤ st❛♥❞❛r❞s ♦♣❡r❛t❡ ✐♥ s✉❜✲●❍③ ❛♥❞ ✷✳✹●❍③ ❜❛♥❞
❝❛rr✐❡r✳
✽✵✷✳✶✺✳✹❦ ❛♠❡♥❞♠❡♥t ❬✶✸✹❪ ❛❞♦♣ts ❉❙❙❙ ❛♥❞ ❋❙❑ ❛s t✇♦ ♥❡✇ P❍❨ ❧❛②❡rs ❛s
❛♥ ❡✛♦rt t♦ ♠❡❡t ▲P❲❆ r❡q✉✐r❡♠❡♥ts✳ ■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ r❡♠❛r❦ t❤❛t ■♥❣❡♥✉ ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ❆✳✸✮ ✐s ❛♥ ❛❝t✐✈❡ ❛❞✈♦❝❛t❡ ♦❢ t❤✐s st❛♥❞❛r❞✳ ❚❤❡ P❍❨ ❛♥❞ ▼❆❈ ❧❛②❡rs
♦❢ ■♥❣❡♥✉ ▲P❲❆◆ ❛r❡ ❝♦♠♣❧✐❛♥t ✇✐t❤ ✽✵✷✳✶✺✳✹❦✱ ❛♥❞ t❤❡ t✇♦ t❡❝❤♥♦❧♦❣② s❤❛r❡
s✐♠✐❧❛r t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s✳ ✽✵✷✳✶✺✳✹❦ ❛❧s♦ ♣r♦✈✐❞❡s s♦♠❡ s♦rts ♦❢ ◗♦❙ ❝♦♥tr♦❧ ❜②
s♣❡❝✐❢②✐♥❣ ♣r✐♦r✐t② ❝❤❛♥♥❡❧ ❛❝❝❡ss ✭P❈❆✮ ❛t ▼❆❈ ❧❛②❡r✳ ▼♦r❡ s♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱ ✽✵✷✳✶✺✳✹❦
s✉♣♣♦rts ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥❛❧ ❈❙▼❆✴❈❆✱ ❈❙▼❆✴❈❆ ✇✐t❤ P❈❆✱ ❛♥❞ ❆▲❖❍❆ ✇✐t❤ P❈❆✳
✽✵✷✳✶✺✳✹❣ ❬✺✽❪❬✶✸✺❪ ❞❡✜♥❡s t❤r❡❡ P❍❨ ❧❛②❡rs ✉s✐♥❣ ❋❙❑✱ ❖❋❉▼ ❛♥❞ ❖◗P❙❑
✭✇✐t❤ ❉❙❙❙✮ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s✳ ❲✐✲❙❯◆ ✭❢♦r ❙♠❛rt ❯t✐❧✐t② ◆❡t✇♦r❦✮ ▲P❲❆◆ ✐s t❤❡
✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ❜✉✐❧t ✉♣♦♥ ✽✵✷✳✶✺✳✹❣✱ ✇❤✐❝❤ ✐s r❡♣♦rt❡❞ t♦ ❛❝❤✐❡✈❡ t❤❡ r❛t❡
♦❢ ✺✵❦❜♣s✲✶▼❜♣s ♦✈❡r ✶❦♠ ❝♦✈❡r❛❣❡✳
❆✳✾ ▲✐♥❦ ▲❛❜s
▲✐♥❦ ▲❛❜s✱ ❢♦✉♥❞❡❞ ✐♥ ✷✵✶✸ ❜② ❢♦r♠❡r ♠❡♠❜❡rs ♦❢ t❤❡ ❏♦❤♥s ❍♦♣❦✐♥s ❯♥✐✈❡rs✐t②
❆♣♣❧✐❡❞ P❤②s✐❝s ▲❛❜♦r❛t♦r②✱ ✐s ❛ ▲♦❘❛ ❆❧❧✐❛♥❝❡ ♠❡♠❜❡r ❛♥❞ ✉s❡s t❤❡ ▲♦❘❛ ♣❤②s✐❝❛❧
❧❛②❡r✳ ◆♦♥❡t❤❡❧❡ss✱ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ▲♦❘❛❲❆◆✱ ▲✐♥❦ ▲❛❜s ❤❛s ❜✉✐❧t ❛ ♣r♦♣r✐❡t❛r②
▼❆❈ ❧❛②❡r ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❙❡♠t❡❝❤ t❡❝❤♥♦❧♦❣② ♥❛♠❡❞ ❙②♠♣❤♦♥② ▲✐♥❦✳ ❋♦r t❤✐s
r❡❛s♦♥✱ ▲✐♥❦ ▲❛❜s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ▲♦❘❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✳

❆♣♣❡♥❞✐① ❇
❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧
❈❙❙ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② ❛ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B✱ ❛ ❝❤✐r♣ ❞✉r❛t✐♦♥ T ❛♥❞ ❛
s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r M = BT ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ♠✉❧t✐♣❧❡ ♦❢ ✷ ❬✻✷❪✳ ❚❤❡ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ ✐s ❞✐✈✐❞❡❞
✐♥t♦ M ♣♦rt✐♦♥s t❤❛t ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ t♦ ❞✐✛❡r❡♥t s②♠❜♦❧s ✐♥❞❡①❡❞ ❜② m ∈ S =
{−M/2, · · · ,M/2}✳ ❲✐t❤ ❡✐t❤❡r µ = +1 ✭✉♣✲❝❤✐r♣✮ ♦r µ = −1 ✭❞♦✇♥✲❝❤✐r♣✮✱ t❤❡
tr❛♥s♠✐tt❡❞ ❜❛s❡❜❛♥❞ ✇❛✈❡❢♦r♠ ❢♦r t❤❡ q−t❤ s②♠❜♦❧ s[q] = m ❝❛♥ ❜❡ r❡♣r❡s❡♥t❡❞
❛s
xc(t) =


exp(j2π(µ B2T t+m
B
M
+B)t)√
T
−T2 ≤ t ≤ −T2 + mTM ,
exp(j2π(µ B2T t+m
B
M )t)√
T
−T2 + mTM < t ≤ T2 ,
0 ♦t❤❡r✇✐s❡.
❇❡❝❛✉s❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛t t❤❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ t = −T/2+mT/M ✐s∆φ = B(−T/2+
mT/M) = −M/2+m ∈ Z✱ xc(t) ✐s ♣❤❛s❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❍❡♥❝❡✱ ❜② s❛♠♣❧✐♥❣ ❛t ❡①❛❝t❧②
B ❍③✱ t❤❡ ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② ♦❢ t❤❡ s❛♠♣❧❡❞ xc(t) ❜❡❝♦♠❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛♥❞
t❤❡ ❈❙❙ ❞❡❝♦❞✐♥❣ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ ✇♦r❦✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♥❣
✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s ❢r❡q✉❡♥❝② fm(t) = µBT t−m BM ✇✐t❤ −T2 ≤ t ≤ T2 ❬✼✷❪✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
t♦ ✇❛✈❡❢♦r♠ φm(t) ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
φm(t) =
{
1√
T
exp
(
j2π
(
µ B2T t+m
B
M
)
t
)
, ❢♦r − T2 ≤ t ≤ T2
0, ♦t❤❡r✇✐s❡
✭❇✳✶✮
✇✐t❤ m ∈ S✳ ❚❤❡ ✇❛✈❡❢♦r♠ s❡t Φ▲♦❘❛ = {φm(t)✱ m ∈ S} ❢♦r♠s ❛♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s
✉♥❞❡r ✐♥♥❡r ♣r♦❞✉❝t 〈φm(t), φm′(t)〉 =
∫
φm(t)φ
∗
m′(t)dt✳ ❚❤❡ ❜❛s❡❜❛♥❞ tr❛♥s♠✐t
s✐❣♥❛❧ ✐s x(t) =
∑
n φs[n](t− nT ) ✇❤❡r❡ s[n] ∈ S✳
■♥t❡r❡st✐♥❣❧②✱ ✇❡ s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❬✼✷❪✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ♣r♦♣♦s❡❞ ❢♦r
❝❤❛♥♥❡❧s ✇✐t❤♦✉t ✐♥t❡r✲s②♠❜♦❧ ✐♥t❡r❢❡r❡♥❝❡ ✭■❙■✮✱ ✐s ❛❜❧❡ t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❡♥♦✉❣❤ ❝❤❛♥♥❡❧
r❡s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❝♦♠❜❛t ■❙■✱ s✐♠✐❧❛r❧② t♦ ❉❙❙❙ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✸✳✷✳✸✳
❚❤❡ ♠❛t❝❤❡❞ r❡❝❡✐✈❡r ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ♦♥ t❤❡ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧
❜❛s✐s Φ▲♦❘❛✳ ❇② ❞❡♥♦t✐♥❣ t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❤✐r♣ ♣r♦t♦t②♣❡ ❛s cd(t) =
1√
T
exp
(−j2πµ B2T t2)
b(t)
Channel
Fourier 
transform (FT)
c
d
(t)
Z
q
(f)x(t)
y
r
(t)
❋✐❣✉r❡ ❇✳✶ ✕ ❙✐♠♣❧✐✜❡❞ ▲♦❘❛ ❈❙❙ s②st❡♠✳
✾✻ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧
✇✐t❤ −T2 ≤ t ≤ T2 ✱ t❤✐s ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ✐s ❡q✉✐✈❛❧❡♥t t♦ t❤❡ ❉❋❚ s❛♠♣❧❡ ❛t f = mB/M
♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡❞ s✐❣♥❛❧ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✈❡rs❡ ❝❤✐r♣ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✶✮ ❜❡❝❛✉s❡
〈y(t), φm(t)〉 =
T/2∫
−T/2
y(t)
1√
T
e−j2π(µ
B
2T
t+m B
M )tdt =
T/2∫
−T/2
y(t)cd(t)e
−j2πftdt |f=mB/M
✭❇✳✷✮
✇❤❡r❡ y(t) ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ✐♥ ✭✸✳✷✮✳
❚❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛t❤ ❣❛✐♥ ai(t) ❛♥❞ ❞❡❧❛② τi(t) ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t
❞✉r✐♥❣ t❤❡ ❞❡✲s♣r❡❛❞✐♥❣ ✇✐♥❞♦✇ ♦❢ s②♠❜♦❧ s[n]✱ ✐✳❡✳ ai(t) = ai,n ❛♥❞ τi(t) =
τi,n ❞✉r✐♥❣ nT ≤ t ≤ (n+1)T + τ♠❛①✳ ❲✐t❤ ❛ s❧✐❣❤t ❛❜✉s❡ ♦❢ ♥♦t❛t✐♦♥✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡
✐♥❞❡① n ❛♥❞ ❞❡♥♦t❡ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❛♠♣❧✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞❡❧❛② ❜② ai ❛♥❞ τi✳ ❋✉rt❤❡r✲
♠♦r❡✱ ✇✐t❤♦✉t ❧♦ss ♦❢ ❣❡♥❡r❛❧✐t②✱ ❢r♦♠ ♥♦✇ ♦♥ ✇❡ ♦♥❧② ❢♦❝✉s ♦♥ ✉♣✲❝❤✐r♣ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥
µ = +1✳
❚♦ ❞❡t❡❝t s②♠❜♦❧ s[q]✱ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r s②♥❝❤r♦♥✐③❡s ✇✐t❤ t❤❡ tr❛♥s♠✐tt❡r ❛♥❞ t❛❦❡s
t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦♥ ♦rt❤♦♥♦r♠❛❧ ❜❛s✐s 〈y(t), φm(t− qT )〉 = Zq
(
f = m BM
)
✇❤❡r❡
❢r♦♠ ✭✸✳✷✮ y(t) =
∑
n
∑
i ai,nφs[n](t− nT − τi,n) ❛♥❞ Zq(f) ❜❡✐♥❣ ❞❡✜♥❡❞ ❛s
Zq(f) ,
qT+T/2∫
qT−T/2
y(t)cd(t− qT )e−j2πftdt
=
qT+T/2∫
qT−T/2
∑
i
ai
∑
n
φs[n](t− qT − τi)cd(t− qT )e−j2πf(t−qT )dt.
❋♦r ❣✐✈❡♥ n ❛♥❞ k✱ ✇❡ ❤❛✈❡ φs[n−k](t−nT − τi) = 0 ❢♦r t ≥ (nT −T/2+ τi−kT )
❛♥❞ ❢♦r t ≤ (nT + T/2 − kT + τi)✳ ❙✐♥❝❡ τi ≪ T ✱ ✇❡ ❝❛♥ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢
t❤❡ ❉❋❚ ✐♥ t❤❡ t✐♠❡ ✐♥t❡r✈❛❧ (qT − T/2) ≤ t ≤ (qT + T/2) ❜② ❦❡❡♣✐♥❣ ♦♥❧② t❤❡
♥♦♥✲③❡r♦s ✇❛✈❡❢♦r♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ φs[q] 6= 0 ✐♥ (qT − T/2 + τi) ≤ t ≤ (qT + T/2) ❛♥❞
φs[q−1] 6= 0 ✐♥ (qT − T/2) ≤ t ≤ (qT − T/2 + τi)✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ Zq(f) ❝❛♥ ❜❡
s✐♠♣❧✐✜❡❞ t♦ Zq(f) =
∑
i (C
q
i (f) +A
q
i (f)) ✇❤❡r❡✱ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ ✐♥t❡❣r❛❧ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
Cqi (f) ,
ai
T
T/2+τi∫
−T/2+τi
ej2π(
B
2T
(t−τi)2+s[q] BM (t−τi))cd(t)e−j2πftdt,
Aqi (f) ,
ai
T
−T/2+τi∫
−T/2
ej2π(
B
2T
(t+T−τi)2+s[q−1] BM (t+T−τi))cd(t)e−j2πftdt
❍❡r❡✱ Cqi (f) ❝❛♥ ❜❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s[q] ♦♥ t❤❡ i−t❤ ♣❛t❤ ✐♥
t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s[q]✱ ✇❤✐❧❡ Aqi (f) ✐s t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ s[q − 1] ♦♥ t❤❡ i−t❤ ♣❛t❤
❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s[q]✳ ❚❤✉s✱ Aqi (f) r❡♣r❡s❡♥ts ■❙■✳ ❲❡ ✇✐❧❧ s❤♦✇ t❤❛t C
q
i (f) ✐s
✇❡❧❧✲❧♦❝❛❧✐③❡❞ t♦ ❞❡t❡❝t s[q] ❛♥❞ Aqi (f) ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s❡t✉♣✳
✾✼
Cqi (f) ❤❛s t❤❡ s❤❛♣❡ ♦❢ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ sinc
(
(T − τi)
(
f − s[q] BM + BT τi
))
✇❤✐❝❤ ✐s ❝❡♥t❡r❡❞ ❛t f = s[q] BM − BT τi ❛♥❞ ❤❛s ♠❛✐♥ ❧♦❜❡ ✇✐❞t❤ 2/(T − τi)✳ ❚❤❡s❡
✈❛❧✉❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞❡❧❛② τi ♦❢ ♣❛t❤ i✳ ■♥❞❡❡❞✱ ❛t f = (s[q] − δ) BM ✇❤❡r❡ δ ✐s ❛♥
✐♥t❡❣❡r✱
Cqi
(
f = (s[q]− δ) B
M
)
=aie
−jπ B
M
(2s[q]−δ)τi (1− τi/T )
× sinc
(
(T − τi)
(
B
T
τi − δ B
M
)) ✭❇✳✸✮
■t ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ t❤❛t
∣∣Cqi (f = (s[q]− δ) BM )∣∣2 ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐❢ ❛♥❞ ♦♥❧② ✐❢ τi s❛t✐s✜❡s∣∣(T − τi) (BT τi − δ BM )∣∣ < 0.5✱ ♦r
|τi − δ/B| < 1
2B
T
T − τi ≈
1
2B
✭❇✳✹✮
❲❤❡♥ ✭❇✳✹✮ ✐s s❛t✐s✜❡❞✱
∣∣Cqi (f = (s[n]− δ) BM )∣∣ ≈ ai✳ ❙✐♠✐❧❛r❧②✱ t❤❡ ■❙■ t❡r♠ Aqi (f)
❤❛s ❛ ❝❛r❞✐♥❛❧ s✐♥❡ s❤❛♣❡ ✇✐t❤ ♠❛①✐♠✉♠ ❛❜s♦❧✉t❡ ✈❛❧✉❡ aiτi/T ≪ ai✳ ❚❤✐s ✐♠♣❧✐❡s
t❤❛t t❤❡ ■❙■ t❡r♠ Aqi (f) ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐❢ τi ≪ T ✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t②♣✐❝❛❧❧② tr✉❡✳
❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ t❤❡ ♦✉t♣✉t ♦❢ t❤❡ r❡❝❡✐✈❡r ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✳ ❙♣❡❝✐✜❝❛❧❧②✱
✇❡ ✐❧❧✉str❛t❡ ❛ ❈❙❙ s❝❤❡♠❡ ✇✐t❤ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r M = 27✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B = 125❦❍③
♦✈❡r ❛ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✸ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❧❛②s 0µs✱ 23µs ❛♥❞ 41µs ❢♦r s[q] = 10
✇✐t❤ ■❙■ ❝❛✉s❡❞ ❜② s[q−1] = 11✳ ❚❤❡♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✲✭❛✮✱ t❤❡ ❉❋❚ r❡s✉❧ts
❤❛✈❡ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ♣♦✇❡r ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ✐♥❞❡① s[n] = 10✱ s[n] − ⌈23µs × 125❦❍③⌉ =
s[n] − 3 = 7 ❛♥❞ s[n] − ⌊41µs × 125❦❍③⌋ = s[n] − 5 = 5 ❢♦r t❤❡ t❤r❡❡ ❞❡❧❛②s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❆❜♦✉t t❤❡ ■❙■✱ ❋✐❣✉r❡ ❇✳✷✲✭❜✮ s❤♦✇s t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚♦ s✉♠ ✉♣✱ ❢♦r t❤❡ ❞❡t❡❝t✐♦♥ ♦❢ s[q] ✉♥❞❡r t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ s❡t✉♣✱ ■❙■ ❝❛♥ ❜❡ ✐❣♥♦r❡❞
❛♥❞ ❢r♦♠ ✭❇✳✹✮✱ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t✐♦♥ ♦❢ y(t) ♦♥ φm(t− qT ) ✐s t❤❡ ❛❣❣r❡❣❛t✐♦♥ ♦❢ ♣❤②s✐❝❛❧
♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣ ❞❡❧❛②s τi ✇❤✐❝❤ s❛t✐s❢②
∣∣∣τi − s[q]−mB ∣∣∣ < 12B ✱
hm[q] , 〈y(t), φm (t− qT )〉 ≈
∑
i;
∣
∣
∣τi− s[q]−mB
∣
∣
∣< 12B
aie
−jπ B
M
(2s[q]−m)τi
✭❇✳✺✮
②✐❡❧❞✐♥❣ ❛ t♦t❛❧ ♥✉♠❜❡r ♦❢ G = ⌈τ♠❛①B + 0.5⌉ t❛♣s✳
❚❤❡ ♥♦✐s❡ b(t) ✐s ♣r♦❥❡❝t❡❞ ♦♥ Φ▲♦❘❛ ❛s wm[q] = 〈b(t), φm(t− qT )〉✳ ❚❤✉s✱ ❜②
✉s✐♥❣ t❤❡ s❛♠❡ ❛r❣✉♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s✱ hm[q] ❛♥❞ wm[q] ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s ③❡r♦✲♠❡❛♥ ◆♦r♠❛❧ r❛♥❞♦♠ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ✈❛r✐❛♥❝❡s 1/G ❛♥❞ 1✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✾✽ ❆♣♣❡♥❞✐① ❇✳ ❈❙❙ ❞✐s❝r❡t❡ ❝❤❛♥♥❡❧ ♠♦❞❡❧
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
index k
0
0.5
1
N
or
m
2
(a)
|C0q(f)|2
|C1q(f)|2
|C2q(f)|2
|Zq(f=kB/M)|2
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
index k
0
0.005
0.01
N
or
m
2
(b)
|A0q(f)+A1q(f)+A2q(f)|2
|Zq(f=kB/M)|2
❋✐❣✉r❡ ❇✳✷ ✕ ❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ Cqi (f) ❛♥❞ A
q
i (f) ✭♥♦r♠❛❧✐③❡❞ ❜② ❡①❝❧✉❞✐♥❣ ❣❛✐♥s ai✮ ❢♦r
s[q] = 10✱ ✇✐t❤ ■❙■ ❜② s[q − 1] = 11✳ ✭❛✮ Cqi (f) ❛♥❞ Zq(f)✳ ✭❜✮ ■❙■ Aqi (f) ❛♥❞ Zq(f)✳
❙♣r❡❛❞✐♥❣ ❢❛❝t♦r M = 27✱ ❜❛♥❞✇✐❞t❤ B = 125❦❍③✱ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇✐t❤ ✸ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣❛t❤s ❤❛✈✐♥❣
❞❡❧❛②s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② s❡t t♦ 0µs ✭❢❛❧❧s ✐♥ ❢r❡q✉❡♥❝② ❜✐♥ ✐♥❞❡① s[n] = 10✮✱ 23µs ✭✐♥ ❜✐♥ ✐♥❞❡①
s[n] − ⌈23µs × 125❦❍③⌉ = s[n] − 3 = 7✮ ❛♥❞ 41µs ✭✐♥ ❜✐♥ ✐♥❞❡① s[n] − ⌊41µs × 125❦❍③⌋ =
s[n]− 5 = 5✮✳
❆♥♥❡①❡ ❈
❘és✉♠é
❈✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ s❛♥s ✜❧ à ✈❡♥✐r ✈♦♥t ❢❛✐r❡ ✉♥ ✉s❛❣❡ ✐♥t❡♥s✐❢ ❞❡s tr❛♥s✲
♠✐ss✐♦♥s ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳ ▲❛ ♥♦r♠❡ ✺● é♠❡r❣❡♥t❡ ❡♥ ❡st ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r❢❛✐t✱ ♣♦✉r
❧❡q✉❡❧ ❞❡✉① ❞❡s tr♦✐s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ♠❛ss✐✈❡s ❞❡
t②♣❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✭♠▼❚❈✮ ❡t ❧❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉❧tr❛ ✜❛❜❧❡s à ❢❛✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝❡ ✭❯❘▲▲❈✮✱
r❡♣♦s❡♥t ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ❡①❡♠♣❧❡ ❡st ❢♦✉r♥✐ ♣❛r
❧❡s ré❝❡♥ts rés❡❛✉① ❞✬❛❝❝ès ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✭▲P❲❆◆✮ t❡❧s q✉❡ ❙✐❣❢♦①✱ ▲♦❘❛✱ ❡t❝✳
❡t ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❧✬■♦❚✳ ❉❛♥s ❝❡s ❝❛s ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥✱ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s
❞♦✐t êtr❡ ❢❛✐t ❡♥tr❡ ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡✱ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡t ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥
❞✬é♥❡r❣✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ✺● ♠▼❚❈ ❡t ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rés❡❛✉① ▲P❲❆◆✱
❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❛♣♣❛r❡✐❧s ❡♥✈♦✐❡♥t s♣♦r❛❞✐q✉❡♠❡♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❛✉① st❛t✐♦♥s ❞❡ ❜❛s❡✳
▲❛ ❧❛t❡♥❝❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❡✉ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥t❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❡st ❣é♥ér❛❧❡✲
♠❡♥t ❧✐♠✐té✱ ♠❛✐s ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ é❧❡❝tr✐q✉❡ ❡t ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣❛r❛♥t✐❡s✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡ ❞❛♥s ❧❛ ✺● ❯❘▲▲❈✱ ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡①trê♠❡ ❡t ✉♥❡ très ❢❛✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝❡
s♦♥t ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❝r✐t✐q✉❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥s♦♠♠❛t✐♦♥ ❞✬é♥❡r❣✐❡ ❡t ❧❡ ❞é❜✐t ❞❡
❞♦♥♥é❡s✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡ ♣❡✉t ♠♦❞✐✜❡r
❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♥✉♠ér✐q✉❡ ✿
• ❙✐ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✉ ♣❛q✉❡t ❡st ❝♦✉rt❡✱ ❧❡ s✉r❝♦ût ❧✐é ❛✉ r❛❥♦✉t ❞✬✉♥ ❡♥têt❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣❧✉s êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ♥é❣❧✐❣❡❛❜❧❡✳ ❆✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡✱ ❞❡✉①
t②♣❡s ❞✬❡♥têt❡ ♣r✐♥❝✐♣❛✉① s♦♥t ❧❡s ♣✐❧♦t❡s ❡t ❧❡s séq✉❡♥❝❡s ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❞❡ tr❛♠❡s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ♣❧✉s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s à ❧✬❡♥têt❡ ❡st
✐♠♣♦rt❛♥t✱ ♣❧✉s ❧✬❡st✐♠❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛♥❛❧ ✭à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ♣✐❧♦t❡s✮ ❡t ❧❛
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♠❡ s♦♥t ❡✣❝❛❝❡s✳ ▼❛✐s à t❛✐❧❧❡ ❞❡ ♣❛q✉❡t ✜①é❡✱ s✐ ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❛❧❧♦✉é❡s à ❧✬❡♥têt❡ ❡st ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t✱ ✐❧ ② ❡♥ ❛ ♠♦✐♥s
❞✬❛❧❧♦✉é❡s ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❝❛♥❛❧✳
• ▲❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡s ❝♦❞❡s ❞❡ ❝❛♥❛❧ ✉s✉❡❧s ❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té✱ t❡❧s q✉❡ ▲❉P❈
❡t ❚✉r❜♦ ❈♦❞❡ ❞♦✐t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ r❡♣❡♥sé❡ ❝❛r ❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t s✉r
❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ✭é✈♦❧✉t✐♦♥ ❞❡ ❞❡♥s✐té✱ ❞✐❛✲
❣r❛♠♠❡s ❊❳■❚✮ ❬✶❪✳ ■❧s s♦♥t ❛✐♥s✐ ♠♦✐♥s ♣❡r❢♦r♠❛♥ts ❧♦rsq✉❡ ❧❡✉r ❧♦♥❣✉❡✉r
❞✐♠✐♥✉❡✳
• ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ t②♣❡ ▲P❲❆◆ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡
❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♥ç✉s ♣♦✉r tr❛♥s♠❡ttr❡ ❞❡s ♠❡ss❛❣❡s ❝♦✉rts✳ ❯♥❡
✶✵✵ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘és✉♠é
ré♣♦♥s❡ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ à ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞✉ t②♣❡ ✧❙♦♥t✲✐❧s t♦✉s éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♦✉ ❧✬✉♥
❞✬❡♥tr❡ ❡✉① ❡st✲✐❧ s✉♣ér✐❡✉r ❛✉① ❛✉tr❡s ❄✧ ❡st ❞♦♥❝ s♦✉❤❛✐té❡✳
• ▲❛ ♥❛t✉r❡ s♣♦r❛❞✐q✉❡ ❡t ❧❛ ❢❛✐❜❧❡ ❧❛t❡♥❝❡ r❡q✉✐s❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❞❡
♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❢❛✈♦r✐s❡♥t ❧❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❛s②♥❝❤r♦♥❡s ❡t ♥♦♥ ♦r❞♦♥♥❛♥❝és✱ ♣❛r♠✐
❧❡sq✉❡❧s ❧✬❛❝❝ès ♠✉❧t✐♣❧❡ ♥♦♥ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ✭◆❖▼❆✮ ❡st ✉♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣r♦♠❡tt❡✉r✳
• ❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❧❛t❡♥❝❡✱ ❧✬✉♥❡ ❞❡s s♦✉r❝❡s ❞❡ r❡t❛r❞ ❧❛ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t❡
❡st ❧❛ ✈♦✐❡ r❡t♦✉r✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❛ ✈♦✐❡ r❡t♦✉r ♥✬❛✉❣♠❡♥t❡ ♣❛s ❧❛ ❝❛♣❛✲
❝✐té ❞❡s ❝❛♥❛✉① s❛♥s ♠é♠♦✐r❡ ❬✷✱ ✸❪✱ ♠❛✐s ❡❧❧❡ ❛♠é❧✐♦r❡ ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧✬❡①♣♦s❛♥t
❞✬❡rr❡✉r ❬✹✱ ✺❪✳ ❈❡tt❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①♣♦s❛♥t ❞✬❡rr❡✉r ❡st ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t
✉t✐❧❡ ♣♦✉r ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❬✻❪✳
• ❊♥✜♥✱ ❡t ♣❡✉t✲êtr❡ ♣❧✉s ✐♠♣♦rt❛♥t ❡♥❝♦r❡✱ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s ❞❡ ❧❛
t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♦♥t été ✉♥ ❣✉✐❞❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡t ✉♥ ♠♦t❡✉r ❡ss❡♥t✐❡❧
❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥
❥✉sq✉✬à ♣rés❡♥t✱ ♥❡ s♦♥t ♣❧✉s ✈❛❧❛❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ré❣✐♠❡✳
▲✬♦❜❥❡❝t✐❢ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ❡st ❞❡ r❡✈♦✐r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡
♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❡t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s
❞✐r❡❝t✐✈❡s ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ t✐r❛♥t ♣❛rt✐ ❞❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ❡♥ ♠❛t✐èr❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡
❝❛♥❛❧ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ✜♥✐❡✳
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥❡ r❡✈✉❡ ❝♦♥❝✐s❡ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① rés✉❧t❛ts ❞❡ t❤é♦r✐❡ ❞❡
❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ✜♥✐ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✷✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉✲
❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s ❜♦r♥❡s ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ s♦♥t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t
❞ér✐✈é❡s ❞❛♥s ❬✼❪✱ ❧✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ✧s❡❧❧❡ ❞❡ ❝❤❡✈❛❧✧ ✭s❛❞❞❧❡✲
♣♦✐♥t✮✱ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠ét❤♦❞❡ ♥✉♠ér✐q✉❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❡s ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
❡t ❧❡✉rs rés✉❧t❛ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ♥❡ s❡r♦♥t ❞♦♥♥és q✉❡ ♣♦✉r ❝❡✉① q✉✐
s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés ♣❧✉s t❛r❞ ❞❛♥s ❧❛ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❡ss❛②♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❞♦♥♥❡r q✉❡❧q✉❡s
❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s à ♣r♦♣♦s ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡s ❜♦r♥❡s à ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛♥❛✉①
s♣é❝✐✜q✉❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ✉♥ ❡①❛♠❡♥ ❞❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ♥♦r♠❡s ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐✲
❝❛t✐♦♥ ✐♥❞✉str✐❡❧❧❡ ❛❝t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✸✳ ❚♦✉s ❝❡s s❝❤é♠❛s
r❡♣♦s❡♥t s✉r ❞❡s ♣❛r❛♠ètr❡s ❞❡ s②stè♠❡✱ ❞❡s ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s s❝❤é♠❛s à ❛❝❝ès
♠✉❧t✐♣❧❡s très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❈❡❧❛ r❡♥❞ ❧❡✉r ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞✐✣❝✐❧❡✳ ◆♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝
❞❡ ❧❡s ♠♦❞é❧✐s❡r ❡t ❞❡ ❧❡s ❝♦♠♣❛r❡r ❛✉ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❡✉rs ❧✐♠✐t❡s ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❛♥s
❞❡s ❝❛♥❛✉① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ à tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s✳
❊♥s✉✐t❡✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✹✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s à ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡
❧✬❡♥têt❡ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❞❡ tr❛♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✱ ♦ù
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧❛ tr❛♠❡ ❡st ✜①❡ ❡t ❞♦✐t êtr❡ ♣❛rt❛❣é❡ ❡♥tr❡ ❧❛ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t
❧❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s ❡t ❞❡✉① str✉❝t✉r❡s
❞❡ tr❛♠❡ s♦♥t ét✉❞✐é❡s ✿ ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥❝❛tè♥❡
❧✬❡♥têt❡ ❡t ❧❡s ❞♦♥♥é❡s t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r s✉♣❡r♣♦s❡ ❧❡ s✐❣♥❛❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥
❛✉ s✐❣♥❛❧ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ s✉r❝♦ût ❞✬❡♥têt❡ ♦♣t✐♠❛❧ q✉✐
♠✐♥✐♠✐s❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ tr❛♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❯♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ s❝❤é♠❛
❈✳✷✳ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❞❡s à ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ ✶✵✶
♣r❛t✐q✉❡ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦❞❡s ♣♦❧❛✐r❡s ❞❡ ❧❛ ✺● ❛ss♦❝✐és à ✉♥❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ◗P❙❑
❝♦♥✜r♠❡ ❧❛ ♣❡rt✐♥❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❛♥❛❧②t✐q✉❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞✬✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ♣r♦♣♦sé❡ ♣❡r♠❡t é❣❛❧❡♠❡♥t
❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s str✉❝t✉r❡s ♣❛r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❡t ♣❛r s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥✱ q✉✐ s❡ ré✈è❧❡♥t
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r✳
❊♥✜♥✱ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ✺✱ ♥♦✉s ❛❜♦r❞♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉❧tr❛ ✜❛❜❧❡s
❞❛♥s ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✐♥❝❡rt❛✐♥s ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛
♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠❡ ♠♦②❡♥ ❞❡ q✉❛♥t✐✜❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♥♥❡①✐♦♥s ✉❧tr❛
✜❛❜❧❡s s♦✉♠✐s❡s à ❞❡s ✢✉❝t✉❛t✐♦♥s ❛❧é❛t♦✐r❡s ❞✉ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ♣❛r ❜❧♦❝✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡
❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❖❋❉▼ s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ❧❡♥ts ❞❡
❘❛②❧❡✐❣❤ ♣❛r ❜❧♦❝s✳ ▲❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❡st ❧✐é à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡①♣r❡ss✐♦♥s
❛♥❛❧②t✐q✉❡s q✉✐ s♦♥t ❡♥s✉✐t❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥
❞✬❛❧❧♦❝❛t✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s✳ ◆♦✉s tr♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s
♣♦✉r ❣❛r❛♥t✐r ✉♥❡ ✜❛❜✐❧✐té ❝✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞♦♥♥é❡✳ ◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❡♥s✉✐t❡
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✺● ◆❘✳
❈✳✷ P❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❞❡s ❝♦❞❡s à ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t rés✉♠é ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡
❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ❝♦❞❡s à ❧♦♥❣✉❡✉r ✜♥✐❡ q✉✐ s❡r♦♥t ✉t✐❧✐sés
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts✳ P❧✉s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛ssé ❡♥ r❡✈✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s
❧✐♠✐t❡s ❡t ❜♦r♥❡s ❝♦♥❝❡r♥❛♥t ❧❡ t❛✉① ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ q✉✐ ♦♥t été ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s
♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① ❣é♥ér❛✉① ❡t ❞♦♥t ♦♥ s❛✐t q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❛♥❛❧②t✐q✉❡♠❡♥t tr❛✐t❛❜❧❡s ❡t
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡♠❡♥t s❡rré❡s✳ ▲✬✐❞é❡ ❞✉ t❛✉① ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♠❛①✐♠❛❧ ❡t s❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝
❧❡s ♠étr✐q✉❡s ❝❧❛ss✐q✉❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té s♦♥t ✐❧❧✉strés ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷✳ ▲❡s
♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t ✐❧❧✉stré❡s s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✶✳
▲✬❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♥♦r♠❛❧❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞✬✐❧❧✉str❡r ❧❛ ♣❡rt❡ ❞❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡
✐♥❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ ❞✐♠✐♥✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré❡ s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✷✳
❈✳✸ ❙②stè♠❡s ♣r♦♣♦s❛♥t ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts ❡t ❛♥❛❧②s❡
❞❡ ❧❡✉r ❝♦✉❝❤❡ ♣❤②s✐q✉❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❢♦✉r♥✐ ✉♥❡ ét✉❞❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡ ❧✬❛rt s✉r ❧❡s s②stè♠❡s ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝❤❛r❣❡ ❧❡s
♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳ ❊♥s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s t❡♥té ❞❡ ❧❡s ❝❧❛ss❡r s❡❧♦♥ ♣❧✉s✐❡✉rs ❝r✐tèr❡s ✭❝✳❢✳
❚❛❜❧❡❛✉① ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❡t ✸✳✸✮✳
❉❡ ❧❛ ❝❧❛ss✐✜❝❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜s❡r✈é ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉s❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✱ ② ❝♦♠♣r✐s
❞❛♥s ❧❡✉rs s❝❤é♠❛s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛❧♦rs ❞❡♠❛♥❞é s✐ ✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡
♣❤②s✐q✉❡ ♣♦✉✈❛✐t ♣rét❡♥❞r❡ à ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s s♦✉s ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ♣❛q✉❡ts
❝♦✉rts✳ ❉❛♥s ❝❡ ❜✉t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐❞❡♥t✐✜é ❧❡s q✉❛tr❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ♣rés❡♥t❡s✱
à s❛✈♦✐r ❯◆❇✱ ❈P✲❖❋❉▼✱ ❉❙❙❙ ❡t ❈❙❙✱ ♣♦✉r s✉❣❣ér❡r ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥✳ ▲✬✐❞é❡
ét❛✐t ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r ❞❡s ♠♦❞è❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❞✐s❝r❡ts ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ ❣râ❝❡
❛✉①q✉❡❧s ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s t❛✉① ❞❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ▲❡s t❛✉① ♦♥t été ❝♦♠♣❛rés
❞❛♥s ✉♥ ❝❛♥❛❧ à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ❜❧♦❝s ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤ à tr❛❥❡ts ♠✉❧t✐♣❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s
✶✵✷ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘és✉♠é
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✸ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡ ❞é❜✐t t♦t❛❧❡ ♠✉❧t✐✲✉s❡✳ ▲❡s ❜♦r♥❡s s♦♥t é✈❛❧✉é❡s ♣♦✉r
❧✬❡rr❡✉r ♥♦♠✐♥❛t✐✈❡ ε = 10−3✳
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ré❛❧✐st❡s ✭❝✳❢✳ ✜❣✉r❡ ❈✳✸✮✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❤②♣♦t❤ès❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛✲
tr✐❝❡s ✭❧✬❛❧♣❤❛❜❡t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s✱ ❧❛ ♠♦❞é❧✐s❛t✐♦♥ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ❧❛ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❈❙❙✮✱ ❝❡s
rés✉❧t❛ts ♥❡ ♣♦✉✈❛✐❡♥t ❢♦✉r♥✐r q✉✬✉♥ ♣r❡♠✐❡r ❛♣❡rç✉ ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❞❡s s❝❤é♠❛s ❞❡
♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥térêt ♣♦✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳
❈✳✹ ❊♥✲têt❡ ❞❡ ❧✐❛✐s♦♥ r❛❞✐♦
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ❧❡s ❜♦r♥❡s s✉♣ér✐❡✉r❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞❡ ❢❛✉ss❡ s②♥❝❤r♦✲
♥✐s❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ❝♦♥t✐♥✉❡s s✉r ❞❡s ❝❛♥❛✉① ❆❲●◆✳ ▲❛
s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❝♦♥♥✉✱ s♦✐t ❝♦♥❝❛té♥é
s♦✐t s✉♣❡r♣♦sé à ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ ▲❛ ♣r♦❜❛❜✐❧✐té ❞✬❡rr❡✉r ♣r♦♣♦sé❡ ❛ été
✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❧❡ ♠♦t ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣♦✉r ✉♥❡ é♥❡r❣✐❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ t♦t❛❧❡ tr❛♥s♠✐s❡ ❞♦♥♥é❡ ❡t ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ tr❛♠❡ ❞♦♥♥é❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡s rés✉❧t❛ts ré❝❡♥ts ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡ ❝♦❞❛❣❡
❡♥ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ✜♥✐❡✳ ❉❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❞✉ s❝❤é♠❛ t❤é♦r✐q✉❡ ❛✈❡❝ ❞❡s s✐♠✉❧❛✲
t✐♦♥s ❞❡ ▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ♥♦s rés✉❧t❛ts ét❛✐❡♥t s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣❡rt✐♥❡♥ts
♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❞❡ ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❡ s✉r❝♦ût ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡s
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s s✉r❝♦ûts ♦♣t✐♠❛✉① ♦❜t❡♥✉s ❛✈❡❝ ❝❡ ♠♦✲
❞è❧❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❝♦ï♥❝✐❞❛✐❡♥t ❛✈❡❝ ❧❡ s❝❤é♠❛ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❛✐s♦♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t❡ ✸●PP
✺●✲◆❘ ✭✈♦✐r ❧❡s ✜❣✉r❡s ❈✳✹ ❡t ❈✳✺✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡♥tr❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦t
❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ s✉♣❡r♣♦sé ❡t s❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛
é❣❛❧❡♠❡♥t été ❢♦✉r♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré ❞❛♥s ❧❛ ✜❣✉r❡ ❈✳✻✳
✶✵✹ ❆♥♥❡①❡ ❈✳ ❘és✉♠é
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Monte-Carlo simulations
proposed theoretical bounds
QPSK + 5G NR Polar code
5dB
3dB
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Concatenated SW: proposed-cor.-bound+RCU
Concatenated SW: Monte-Carlo-cor.+RCU
Superimposed SW: proposed-cor.-bound+RCU
Superimposed SW: Monte-Carlo-cor.+RCU
0dB
2dB
1dB
❋✐❣✉r❡ ❈✳✻ ✕ ❈♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❈✳✺ ◆✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s
✜❛❜❧❡s
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ ❞✉ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❝♦♠♠❡
♠♦②❡♥ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ✜❛❜✐❧✐té ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s✳ ▲❛ ❋✐❛❜✐❧✐té ❊①trê♠❡ ✭❯❧tr❛ ❘❡✲
❧✐❛❜✐❧✐t②✮ ét❛♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐é❡ à ✉♥❡ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ t❡♠♣s ❞❡ ❧❛t❡♥❝❡
✭▲♦✇ ▲❛t❡♥❝②✮✱ ♥♦✉s ❛♥❛❧②s♦♥s ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ✜❛❜✐❧✐té ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧✲
t❛ts ♦❜t❡♥✉s s✉r ❧❡ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ❞❛♥s ❧❡ ré❣✐♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ✜♥✐❡✳
▲✬❛♥❛❧②s❡ ❛ été ❡✛❡❝t✉é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛♥❛✉① à é✈❛♥♦✉✐ss❡♠❡♥ts ♣❛r ❜❧♦❝s à ❢réq✉❡♥❝❡
❧❡♥t❡ ❞❡ ❘❛②❧❡✐❣❤✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♦❜t❡♥✉ ❧❡s ❜♦r♥❡s ✐♥❢ér✐❡✉r❡ ❡t s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉
♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡ q✉✐ s♦♥t ❞✬❛✉t❛♥t ♣❧✉s s❡rré❡s q✉❡ ❧❡ r❛♣♣♦rt s✐❣♥❛❧✲à✲❜r✉✐t ❡st
é❧❡✈é✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ❧❡✉rs ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✳
❈❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r rés♦✉❞r❡ ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❞✬♦♣t✐♠✐✲
s❛t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❝♦♥s✐st❡ à ❞ét❡r♠✐♥❡r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞✬✉♥ ♠♦t ❞❡ ❝♦❞❡
♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉r ❞❡ ❜❧♦❝ ❝✐❜❧❡ ❞♦♥♥é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
❞♦♥♥é❡ ✭❝✳❢✳ ✜❣✉r❡ ❈✳✼✮✳ ▲❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛r❛❝tér✐s❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡s r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡
❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❞❛♥s ✉♥ s❝é♥❛r✐♦ t②♣✐q✉❡ ❞❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ✺● ◆❘ ✭❝✳❢✳ ✜❣✉r❡ ❈✳✽✮✳
▲❡s s♦❧✉t✐♦♥s à ❝❡s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ♦♥t été ♦❜t❡♥✉❡s très r❛♣✐❞❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ♥♦s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡s s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❧♦♥❣✉❡s ❞❡
▼♦♥t❡✲❈❛r❧♦✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❛ été ❞é♠♦♥tré q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐✈❡s ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① rés✉❧t❛ts ♣ré❞✐ts ♣❛r ❞❡s ❧✐♠✐t❡s ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉❡s ❞❛♥s ❧❡s
❞❡✉① ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♥s✐❞éré❡s ✐❝✐✳
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❋✐❣✉r❡ ❈✳✽ ✕ ❊✛❡❝t✐✈❡ t❤r♦✉❣❤♣✉t ❛s ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s♦✉r❝❡ s❤❛r✐♥❣ ❢♦r t✇♦ ✉s❡rs ♦❢
❞✐✛❡r❡♥t ♠❡ss❛❣❡ ❧❡♥❣t❤s ✿ ✭k1 = 150❜✐ts✱ ε1 = 10−5✮ ❛♥❞ ✭k2 = 250❜✐ts✱ ε2 = 10−5✮✳
❚♦t❛❧ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❜❧♦❝❦s N = 50 ✇✐t❤ nc = 2 × 12 s✉❜❝❛rr✐❡rs ♣❡r ❜❧♦❝❦✳ ❘❛②❧❡✐❣❤
❢❛❞✐♥❣ µ = 0❞❇✳
❈✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✫ P❡rs♣❡❝t✐✈❡ ✶✵✼
❈✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✫ P❡rs♣❡❝t✐✈❡
▲❡s ❝❛s ❞✬✉s❛❣❡ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♥✉♠ér✐q✉❡s s❡ ❞✐✈❡rs✐✜❡♥t ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❯♥❡
❞❡s ✈♦✐❡s ❞❡ ❞✐✈❡rs✐✜❝❛t✐♦♥ s❡ tr❛❞✉✐t ♣❛r ❧✬é♠❡r❣❡♥❝❡ ❞✬✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s②stè♠❡s
é❝❤❛♥❣❡❛♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ♣❛r ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❞❡r♥✐❡rs rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ à ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡
❜❧♦❝ ✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❞✬❛♥❛❧②s❡r ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛s❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ❧❡s
❞✐✛ér❡♥ts s❝❤é♠❛s ❞❡ ♠♦❞✉❧❛t✐♦♥ ♣r♦♣♦sés ❞❛♥s ❧❡s ▲P❲❆◆ ❡t ♠❡tt❛♥t ❡♥ ♦❡✉✈r❡
♣♦✉r ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ♣❛q✉❡ts ❝♦✉rts✳ ❊♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ❧✬❛♥❛❧②s❡ ♣❡✉t é✈♦❧✉❡r ✈❡rs ❞❡s
♠♦❞è❧❡s ♣❧✉s ré❛❧✐st❡s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✉♥ ét❛❧❡♠❡♥t ♥♦♥ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❧❡s
t❡❝❤♥✐q✉❡s à s♣❡❝tr❡ ét❛❧é✱ ② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s ✐♥t❡r❢ér❡♥❝❡s ♠✉❧t✐✲✉t✐❧✐s❛t❡✉rs ❡t ❧❡s ❝♦❧❧✐✲
s✐♦♥s à ❜❛♥❞❡ étr♦✐t❡✱ ✐♥té❣r❛♥t ❧❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ▼■▼❖✱ ❡t❝✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❛t✐♦♥ ❡t ♣❡r❢♦r✲
♠❛♥❝❡ ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r ❧❡s t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❜❧♦❝ ✜①é❡s ❡♥ ♣r♦♣♦s❛♥t ✉♥ ❝r✐tèr❡ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r
♦♣t✐♠✐s❡r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ✭s②♠❜♦❧❡s ♦✉ ♣✉✐ss❛♥❝❡✮ à ❛✛❡❝t❡r à ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡s
❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ▲✬❛♥❛❧②s❡ ❛ été ❝♦♥❞✉✐t❡ ♣♦✉r ❝❛♥❛✉① ❆❲●◆✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❢✉t✉rs
✐♥❝❧✉❡♥t ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❝❛♥❛✉① ❡♥ ❛✛❛✐❜❧✐ss❡♠❡♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡♥ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❞✬❛❥♦✉t❡r
✉♥ ❢❛❝t❡✉r ❛❧é❛t♦✐r❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ✭❛tté♥✉❛t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡✮✱ ❝❡ q✉✐ ♣r♦♠❡t ✉♥❡
❛♥❛❧②s❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❡s ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s s❡r❛✐❡♥t s♦✉✲
❤❛✐té❡s✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❞❡s tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s s♣♦r❛❞✐q✉❡s ❡t ✐♠♣✉❧s✐✈❡s✱ ♣♦✉✈❛♥t rés✉❧t❡r ❞❡
❧❛ ♥❛t✉r❡ ♥♦♥ ❝♦♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ ❧✬■♦❚✱ ♣♦✉rr❛✐❡♥t êtr❡ ✐♥té❣ré❡s à ❧✬ét✉❞❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s
♦✉t✐❧s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s t❡❧s q✉❡ ❧❡s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ q✉❡✉❡ é♣❛✐ss❡s✱ ♣❛r♠✐ ❧❡sq✉❡❧❧❡s
▲é✈② ❛❧♣❤❛✲st❛❜❧❡ ❡st ✉♥ ❝❤♦✐① ❝♦✉r❛♥t✳
❊♥✜♥✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡s ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s ✉❧tr❛✲✜❛❜❧❡s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé
❞✬❡st✐♠❡r ❧❛ ❝♦♥✜❛♥❝❡ à ❛ss♦❝✐❡r ❛✈❡❝ ✉♥ t❛✉① ❞✬❡rr❡✉rs ♠♦②❡♥ ❛✜♥ ❞❡ ❞é✜♥✐r ❧❡
♥♦♠❜r❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s r❛❞✐♦ à ❛❧❧♦✉❡r ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❝❡tt❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡✳ ❈❡tt❡ ét✉❞❡
à été ét❡♥❞✉❡ ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡♥tr❡ ❞❡✉① ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✳ ▲❛ ❢❛✐❜❧❡ss❡ ❞❡s
rés✉❧t❛ts ♦❜t❡♥✉s ❡st q✉✬✐❧s ♥❡ s♦♥t ♥✐ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ❡①❛❝t❡s ♥✐ ❞❡s ❜♦r♥❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s ❛♣✲
♣r♦①✐♠❛t✐♦♥s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝✬❡st ❧❡ ♣r✐① q✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣rêts à ♣❛②❡r ♣♦✉r q✉❡ ❧❡s
❡①♣r❡ss✐♦♥s ❛♥❛❧②t✐q✉❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♥té❣ré❡s à ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣❧✉s ❝♦♠✲
♣❧❡①❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧✱ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝♦♥✜❛♥❝❡
♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❞❡s ♣r♦t♦❝♦❧❡s ❞❡ r❡tr❛♥s♠✐ss✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦t♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ ❧✐♠✐t❡♥t ❛✉①
tr❛♥s♠✐ss✐♦♥s ♣♦✐♥t à ♣♦✐♥t✳ ■❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡t ♣r♦♠❡tt❡✉r✱ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧✬❛♥❛❧②s❡ à ❞❡s
♥✐✈❡❛✉① ♣❧✉s é❧❡✈és ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❞❡ ♣r♦t♦❝♦❧❡s✳ ▲✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❛✉① ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥s rés❡❛✉✱
♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❡✳❣✳ ❧❛ ♠✐s❡ ❡♥ ✜❧❡ ❞✬❛tt❡♥t❡ ♦✉ ❧❛ ♣❧❛♥✐✜❝❛t✐♦♥
❞❡s ✉t✐❧✐s❛t❡✉rs✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ st♦❝❤❛st✐q✉❡✱
♣rés❡♥t❡ ✉♥ ✐♥térêt ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳
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Titre : Communications sans-fils de paquets très courts : nouveaux défis pour la couche physique 
Mots clés : paquet court, modulation, synchronisation, URLLC, 5G Internet des objets. 
Résumé : Les systèmes de communication sans fil à venir vont faire un usage intensif des 
transmissions de paquets courts. La norme 5G émergente en est un exemple parfait, pour lequel 
deux des trois principaux cas d'utilisation, les communications massives de type machine (mMTC) 
et les communications ultra fiables à faible latence (URLLC), reposent intrinsèquement sur des 
paquets courts. Un autre exemple est fourni par les récents réseaux d'accès de faible puissance 
(LPWAN) tels que Sigfox, LoRa, etc. et conçus pour prendre en charge l'IoT. 
 
L'utilisation de paquets courts au niveau de la couche physique peut modifier considérablement la 
conception des systèmes de communication numériques. En particulier, avec une longueur de 
bloc courte, la surcharge de l'en-tête ne peut plus être considérée comme négligeable. Plus 
important encore, les résultats asymptotiques de la théorie de l'information, qui ont été un guide 
essentiel et un moteur essentiel de la conception de systèmes de communication en constante 
amélioration jusqu'à présent, ne sont plus valables dans ce régime. Comment alors assurer une 
communication fiable sans augmenter la longueur du code puisque ce dernier n'est plus une 
option? Par extension et plus fondamentalement, comment concevoir la couche physique de 
paquets courts pour assurer des performances optimales avec l'utilisation la plus efficace possible 
des ressources disponibles? 
 
L'objectif de cette thèse est de revoir les techniques de conception de la couche physique pour la 
communication par paquets courts et de proposer de nouvelles directives de conception tirant parti 
des derniers résultats en matière de codage de canal dans le régime de longueur de bloc finie. 
 
Title : Short Frame Wireless Communications: New Challenges for the Physical Layer 
Keywords: Short packet, finite blocklength, modulation, synchronization, ultra reliable low latency, 
5G Internet of Things. 
Abstract: Upcoming wireless communication systems are expected to make intensive use of 
short packet transmission. An epitome is the emerging 5G standard, for which two out of the three 
principal use cases, massive Machine Type Communications (mMTC) and Ultra Reliable Low 
Latency Communications (URLLC), are intrinsically based on short packets. Another example is 
provided by the recent Low-Power Wide Area Networks (LPWAN) designed to support the IoT 
such as Sigfox, LoRa, etc. 
 
The use of short packets at the physical layer may substantially change the way digital 
communication systems are designed. In particular, at short block length, header overhead may 
no longer be considered negligible. More importantly, asymptotic results from information theory 
which have been a central guide and a key driver to the design of ever-improving communication 
systems so far no longer hold in this regime. How, then, to ensure reliable communication without 
increasing the code length since the latter is no longer an option? By extension and more 
fundamentally, how to design the physical layer of short packets to ensure optimal performance 
with the most efficient use of available resources at hand? 
 
The focus of this PhD thesis is to revisit physical layer design for short-packet communication and 
to propose new design guidelines leveraging the latest results on channel coding in the finite 
blocklength regime. 
 
